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2 PERIODICO pr MATEMATICA. 

sono coiisidei;ate esclusivamente o quasi dal punto di vista quantita- 
tivo. Uno degli scopi che mi sono proposto colla pubblicazione della 
presente nota, è di mostrare quanto possa essere utile un largo svi- 
luppo dell'analisi combinatoria formale. Ho limitato a tal uopo le mie 
considerazioni agli aggruppamenti più comuni, quali le permutazioni, 
combinazioni ecc., con particolare riguardo ai metodi per formare ra- 
pidamente le permutazioni di n cose diverse. 

I concetti di permutazione, inversiohe di due elementi di una per- 
mutazione, classe e segno di una permutazione, sono famigliari a chi 
conosce appena i principi dell'algebra complementare; di essi si fa 
uso frequente per es. nella teoria dei determinanti : anzi occorre averli 
presenti, per ben comprendere la definizione stessa di determinante. 
La questione dello sviluppo rapido di un determinante, cioè della scrit- 
turazione rapida ed immediata dei suoi termini, senza ricorrere ai so- 
liti sviluppi per mezzo di determinanti d'ordine inferiore, si attacca, 
attesa la definizione stessa di determinante, a quella della forma- 
zione rapida delle permutazioni di n cose differenti. Malgrado lo svi- 
luppo già considerevole della teoria dei determinanti, una soluzione 
ben soddisfacente di tale questione, non si ha, per quanto io conosca, 
ancora. (*) In questa nota me ne occupo lungamente, esponendola quale 
applicazione della parte formale della teoria delle permutazioni di n 
cose diverse. L'indirizzo che ho seguito è, a parer mio, l'unico ve- 
ramente razionale che conduca ad una buona soluzione. 

Nella seconda parte del lavoro, premesse le necessarie definizioni, 
espongo la parte formale della teoria delle combinazioni a due di- 
mensioni di inn elementi dati, e ne faccio l'applicazione allo sviluppo 
rapido degli iperdeterminanti a due dimensioni. Ho trattato della for- 
mazione delle combinazioni a due dimensioni e dello sviluppo degli 
iperdeterminanti rettangolari in alcuni miei precedenti lavori; (**) in 
qijesto espongo alcuni nuovi metodi, i quali dal punto di vista pra- 
tico sono di gran lunga preferibili a quelli indicati nei suddetti lavori 
e credo che, tenuto conto della natura alquanto complessa di simili 
questioni, il lettore li troverà assai semplici. 

II concetto di combinazione a più dimensioni e quello correlativo 
di iperdeterminante non sono certamente troppo noti (***) e trattan- 
done in questo lavoro ho voluto illustrarli largamente per mostrare 
in qual senso ritengo utile e razionale una generalizzazione dell'or- 
dinaria analisi combinatoria elementare. 

Relativamente alle combinazioni a due dimensioni di nm elementi 
dati, ho anche trattato il problema della determinazione del loro nu- 



(*) Nel libro / dtttttninaMti del prof. E. Pascal (Manuale Hoepli) sono citati al § 9 i principali 
lavori che trattano dello sviluppo rapido dei determinanti. 
(**) Saranno citati in seguito. 
(***) Da poco tempo mi occupo nei mici lavori di tali enti che, per quanta sappia, sono stali 
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altre n {n — 1) (n — 3) permutazioni, le quali assieme alle n (n — 1) 
precedenti, costituiscono un gruppo di 7i {n — 1) (n — 2) permutazioni. 
E COSI si continua fino ad aver ottenuto n (n — 1) (n — 2) ... 4 . 3 per- 
mutazioni ; in ciascuna di queste si scambierà allora il penultimo ele- 
mento con l'ultimo e si avranno altre n{n — 1) ... 4 . 3 permutazioni, 
le quali, assieme alle w (n — 1) . . . 4 . 3 precedenti, costituiscono il 
gruppo di tutte le 7i{n — 1) . . . 4 . 3 . 2 = n ! permutazioni degli ele- 
menti dati. i 

È noto che una permutazione si dice di classe pari o dispari, se- 
condochè il numero delle inversioni in essa contenute è pari e di- 
spari. (*) Si considera poi quale segno di una permutazione il + od 
il — secondochè essa è di classe pari o dispari; perciò, se v è il nu- 
mero delle inversioni contenute in una permutazione, il suo segno 
sarà quello di ( — l)^ 

Se interessasse non soltanto formare le permutazioni di n elementi 
differenti, ma determinare ancora il segno di ciascuna, si comincierà 
a determinare quello della 1* permutazione scritta, contando le in- ' 
versioni in essa contenute. Il segno delle permutazioni rimanenti si 
determinerà allora, senza contare le inversioni contenute in ciascuna di 
esse, ricordando che se da una permutazione si passa ad un'altra collo 
scambio di due elementi, questa è di segno contrario a quello della 
precedente. Dovendo formare le permutazioni dei numeri 1, 2, . . . n 
si puQ assumere come permutazione principale la (12... n), la quale, 
non contenendo alcuna inversione, ha il segno +. 

Metodo II. — Cominciamo da un caso particolare. Si debbano ad 
es. formare le permutazioni dei numeri 1, 2, 3, 4. Scritta una di esse, 
ad es. la (12 3 4), possiamo subito ottenerne un'altra, eseguendo 
sulla P una sostituzione circolare; (*) otteniamo adunque la (2 3 41). 
Da questa mediante sostituzione circolare si deduce la (3 4 1 2) e da 
questa la (412 3). 

Si sono così già formate quattro permutazioni. Nella P di esse, 
la (1 2 3 4), teniamo fisso il 1® elemento ed eseguiamo sui rimanenti una 
sostituzione circolare; otteniamo la (1 3 4 2), dalla quale con operazione 
analoga si deduce la (14 2 3). E similmente dalla 

(2 3 41) si deducono le (2 41 3), (213 4) 
(3412) , (3124), (3241) 

(4123) , (4231), (4312). 



{*) Essendo oi, a3...an, n elementi di Tersi ed essendo {aiaa...ati) una loro permutazione 
deità principale, si dice cb^ nella permutazione {aioi.. .an], due elementi ai ed aj fanno inversione 
se essendo ai a destra (sinisti*a) di aj nella (<iias . . . an}, lo stesso ai è a sinistra (destra) di aj nella 
[airri ... an); in altre parole due elementi della un . . . ao] fanno inveì sion i quando non sono disposti, 
l'uno rispetto all'altro, come nella permutazione principale. Se gli elementi sono numeri, si può as- 
sumere come permutazione principale quella nella quale sono disposti in ordine crescente, ed allora 
essendo e\ ed n due elemeiiii di un'altra permutazione si dirà che n fa inversione con f s se n >> n 
e se fi è a sinistra di tz. 

>**) Si dice cbe si eseguo una sostituzione circolaro su n clementi ai, 02,.. • an quando si 
scambia ciascuno con quello cbe lo segue e T ultimo col io, dimodoché il risultato di una sostitu- 
zione circolare eseguita su una permutazione (aias. . an) ò la permutazione (os^s. . .anai,. 



PERIODICO DI MATEMATICA. 5 

Si sono COSÌ già ottenute 12 permutazioni. Nella 1* di esse, la (1234), 
teniamo fissi i primi due elementi, ed eseguiamo una sostituzione cir- 
colare sui rimanenti (cioè scambiamo gli elementi 3** e 4®). Otteniamo 
la (1 2 4 3) e similmente, con analoga operazione, da ciascuna delle ri- 
manenti undici permutazioni possiamo dedurne un'altra, dimodoché 
abbiamo altre 12 permutazioni, le quali assieme alle 12 già formate, 
costituiscono il gruppo di tutte le permutazioni dei numeri 1, 2, 3, 4. 

In generale per formare tutte le permutazioni di n elementi di- 
vedi, se ne forma una qualunque e si eseguiscono n — 1 sostituzioni 
circolari, la 1*" sulla permutazione scritta, e ciascuna delle altre sulla 
permutazione ottenuta eseguendo la precedente. Da ognuna delle n 
permutazioni già formate si deducono altre n — 2 permutazioni, te- 
nendo fisso il P elemento ed eseguendo n — 2 sostituzioni circolari 
sugli elementi rimanenti, ciascuna sostituzione dovendo eseguirsi sulla 
permutazione ottenuta eseguendo le sostituzione precedente. Si hanno 
COSI n(n — 2) permutazioni, le quali, assieme alle n precedentemente 
* formate, costituiscono un gruppo di n + n (n — 2) = w (w — 1) permu- 
tazioni. Da ognuna di queste si derivano altre n — 3 permutazioni 
tenendo fissi i primi due elementi, ed eseguendo n — 3 sostituzioni cir- 
colari sugli elementi rimanenti, ciascuna sostituzione dovendo ese- 
guirsi sul risultato della sostituzione precedente. Si hanno cosi altre 
n (n — 1) (n — 3) permutazioni, le quali assieme alle n (n — 1) prece- 
dentemente formate, costituiscono un gruppo di n (n — 1) (n — 3) + 
+ n(ii — l)=n (n — l)(n — 2) permutazioni. E così si continua fino ad 
aver ottenuto un gruppo di n (n — 1) (n — 2) ... 4 . 3 permutazioni. Da 
ognuna di queste se ne dedurrà allora un'altra, tenendo fissi i primi 
n — 2 elementi, ed eseguendo sui rimanenti una sostituzione circo- 
lare (cioè scambiando gli ultimi due elementi). Così si avranno altre 
n{n — 1) ... 4 . 3 permutazioni, le quali assieme alle w (n — 1) ... 4 . 3 
precedenti costituiscono il complesso di tutte le n (w — 1) . . . 4 . 3 . 2. = n ! 
permutazioni degli elementi dati. 

Volendo formare col metodo suddetto le permutazioni di n cose 
aiGa . . . flTn e determinare inoltre il segno di ciascuna, basterà tener 
conto di quanto segue. Sia (aiaa . . . ap . . . «n) una di esse. Eseguendo 
una sostituzione circolare sugli elementi ap,...an, si ottiene la per- 
mutazione (airg . . . ap-i ap+i . . . an-^p). Ora si sa che una sostituzione 
circolare fra m elementi equivale alla successione di m — 1 traspo- 
sizioni ; pertanto la suddetta sostituzione circolare eseguita sugli ele- 
menti ap...an, i quali sono in numero di n — p + 1, equivale ad 
n — i> + l — 1 ossia ad n — p trasposizioni. Perciò se n — p è pari, 
la permutazione (aia2. . .«p-iap fi. .. anap) è dello stesso segno della 
(«iXa . . . «n); altrimenti è di segno contrario. Pertanto se n è pari (di- 
spari), le permutazioni ai . . . c/.p.i7^^i . . . a„ap) ed (ai . . . a„) hanno o non 
hanno lo stesso segno secondochèp è pari (dispari) o dispari (pari). 
Pensiamo ora al processo dianzi indicato per ottenere dalla (ai . . . 7^) 
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tutte le permutazioni rimanenti. Il segno di essa si potrà subito de- 
terminare contando il numero delle inversioni formate dai suoi ele- 
menti. Sia dapprima n pari. Le n — 1 permutazioni ottenute eseguendo 
nel modo noto n — 1 sostituzioni circolari, hanno tutte segno con- 
trario a quello della (ai . . . an). Le n — 2 permutazioni ottenute da 
ciascuna delle n permutazioni già formate, eseguendo nel modo noto 
n — 2 sostituzioni circolari, hanno invece lo stesso segno della per- 
mutazione dalla quale si deducono; le n — 3 permutazioni ottenute da 
ciascuna delle n(n — 1) già formate con n — 3 sostituzioni circolari 
eseguite nel modo noto, hanno segno contrario a quello della permuta- 
zione dalla quale si deducono ecc Il contrario accade se n è disparì. 

Notazioni e simboli. — Dati n elementi aiOt , . . . an differenti, in- 
dicheremo con 9no l'operazione che consiste nello scrivere una qua- 
lunque permutazione di essi. Essendo (aias . . . ap . . . aq . . . «n) una per- 
mutazione degli elementi ai , . . . On , indicheremo con Opq l'operazione 
che consiste nello scambiare in essa gli elementi che occupano i 
posti p™** e ^™** e diremo che la permutazione (ai . . . ap-i , (aq)p, «p-n , . . . 
. . . ttq-i , (ap)q, aq+i , . . . «n) è il risultato dell'operazione Opq eseguita 
sulla (ai...an). Per es. eseguendo Toperazione o» sulla (215 464), 
vale a dire scambiando gli elementi che occupano i posti 2® e 3®, si 
ha per risultato la (2 6 5 4 1 3). 

E chiaro che le operazioni cpq e Oqp sono equivalenti, giacché ese- 
guendole su una stessa permutazione si ottengono risultati identicL 

Indicheremo con Opq . Or» . Cuv . . . Toperazione che consiste nello 
scambiare gli elementi jp""" e g*"** nella (ai...an); poi nella permu- 
tazione ottenuta quelli aventi i posti r'"** e s™**; poi nell'ultima per- 
mutazione ottenuta quelli aventi i posti ti"® e t;™** ecc. L'operazione 
OpqOfBauv ... si dirà prodotto delle Opq , Ora , Ouv . . . e si dirà risultato 
della GpqOrsauv . . . eseguita sulla (ai . . . an) il complesso delle permuta- 
zioni ottenute eseguendo Cpq su (ai . . . an), Ot% sul risultato di Opq, Onr 
sul risultato di Or» ecc. Per es. il risultato dell'operazione onas^o» 
eseguita sulla permutazione (21534) è il complesso delle permuta- 
zioni (12534), (13524), (13425). 

Il simbolo Oqq rappresenta lo scambio di un elemento con sé stesso; 
quindi se esso compare, qual fattore, in un prodotto di a, si può sop- 
primere. 

Eseguire un'operazione su un gruppo di permutazioni significherà 
eseguirla su ciascuna permutazione del gruppo. 

Scrivendo il segno = tra i simboli di due operazioni da eseguirsi 
su una stessa permutazione o su uno stesso gruppo di permutazioni 
allo scopo di ottenere altre permutazioni, intenderemo di affermare 
che tutte le permutazioni ottenute quali risultato della 1** operazione, 
si possono ottenere quali risultato della 2" e viceversa. E le suddette 
due operazioni si diranno equivalenti rispetto alla permutazione (od 
al gruppo di permutazioni) sulle quali devono eseguirsi. 
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Indicheremo il prodotto aq,q+iOqfl- 
veremo XqrXqr . . . Tqr, od anche convei i 

dotto Oq,q-|-i . . . OqrOq^+I , . . . aqrOq.qf l , . . 

scrivendo di seguito h volte quelli 
Adunque Xqr e Xqr** sono due operazi : 

Tqr = Oqjj+i Oq^ 
Xqr ^^^ XqrTqr • • • Xqr =^ ^q,q4 1 



Si ha pertanto xw = oi2. 

Metodo III. — Cominciamo da alci 
tazioni dei due elementi 1,2 sono le 
tiene dalla 1** eseguendo su questa W 
mare le permutazioni degli elementi 
una per es. la (1 2 3). Eseguendo su 
otteniamo le permutazioni (2 1 3), ded : 
dedotta dalla (2 1 3) mediante la ds . 
permutazione ottenuta, possiamo ded 
ancora la xis e queste sono le (1 3 2] 
si esegue la 012 si ha la (3 2 1). Si s: 
tazioni (1 2 3), (2 1 3), (3 1 2), (1 3 2), ( 
permutazioni degli elementi 1, 2, 3. D: 
sono considerare come dedotte dall 
ciaoisoiaaiaaia (giacché la 1" di esse si 
delle altre dalla precedente. Indican< 
che permette di dedurre da una pei 
es. 1, 2, tutte le altre, e con e» quel 
una permutazione di tre elementi, p; 

£90 = Xia == 
6» = OiaOia^iaOisOia = ' 

Analogamente per formare tutte 
menti differenti, per es. 1,2,3,4, bas 
di essa Toperazione 

640 = X K 

ossia 

£40 = Oia^isOiiaiaaiaO 

indi su ciascuna delle permutazioni g 
l'operazione che indicheremo con 643 ( 
il perchè). 

Sia = Xai = 

Ed invero eseguendo la e^o ad es 
dici permutazioni (213 4), (312 4), (4 
(4312), (1342), (23 41), (3241), (4 
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le permutazioni già formate la cu (cioè si scambiano gli ultimi due 
elementi) si ottengono le permutazioni (1243), (314 2), (413 2), (1432), 
(2431), (3421), (4321), (1324), (2314), (2314), (4213), le quali 
assieme alle 12 già ottenute costituiscono il complesso di tutte le 4! 
permutazioni degli elementi 1,2,3,4. 

Siano ora dati cinque elementi differenti, ad es. 1,2,3,4,5. Si ese- 
guisca su una loro permutazione qualunque, ad es. sulla (12 3 4 5) 
Toperazione 

£60 = X i6Xu 

ottenendo così altre 19 permutazioni; poi sulle 20 permutazioni già 
formate si eseguisca un'operazione ess, definita daireguaglianza 

£62 = X 86l84 

ottenendo così altre 100 permutazioni. Il lettore potrà verificare che 
le 120 permutazioni formate sono tutte differenti; esse sono le 5! 
permutazioni degli elementi 1, 2, 3, 4, 5. 

Ed ancora volendo formare le permutazioni di sei elementi di- 
versi, se ne scriverà una qualsiasi; poi si eseguirà su esse l'ope- 
razione 

£60 X 16 U16 

ottenendo così una l*" serie di permutazioni (nella quale è compresa 
la permutazione scritta per la prima). Su ognuna delle permutazioni 
della 1* serie si eseguirà l'operazione £62 definita dall'uguaglianza. 

£62 = X a6X» 

ottenendo così una seconda serie di permutazioni ; infine su ciascuna 
permutazione delle prime due serie (cioè su tutte le permutazioni 
già formate) si eseguirà l'operazione 

£64 = X66 = 066 

ottenendo così una terza serie di permutazioni. 

Le permutazioni delle tre serie sono tutte le permutazioni dei 
sei elementi dati. 

Ed ora si vogliano formare le permutazioni di n elementi diffe- 
renti. Si consideri un'operazione £np definita dall'uguaglianza: 

e si ritenga xx,i=ì, qualunque sia l'intero X, anche nullo. 
Dimodoché è in particolare: 

£ — ^ «II— 1 * 
no "-i.u • H,n— 1 

£n,a— 1^^^ Xo— 1,11 Xn— l,n— 1 Xn— l,n • 

Ne risulta che essendo i ed j numeri interi non tutti e due nulli 
ed j > t l'espressione di Eni si deduce da quelle di £n! aumentando il 
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primo indice delle t della differenza j — / e diminuendo Tesponente 
del 1^ fattore (la prima x) pure di j — i. 

Dalla definizione dell'operazione Snp risulta che: eseguire l'opera- 
zione eup su una permutazione di n elementi, (n>.p), significa scam- 
biare n — (p + 1) volte di seguito l'elemento avente il posto (p + 1)"'** 
con ciascuno di quelli che lo seguono e poi ancora l'elemento avente 
il posto (p + 1)"'** con quelli che occupano i posti (p + 2)*"^ . . . (n — 1)™** 
ciascuno di tali scambi dovendo eseguirsi sul risultato dello scambio 
precedente. 

Infatti l'espressione della Snp mediante operazioni o è la seguente: 

Sup = CTp-H. p+a^P+l , |»-f 3 • ■ » g|H-i.n j^p-f-i. P+«^p4-l . P+3 « » » Qp-l-l. Il Op+t. P+2 • * ' Qp+i. "" 1 

1 u-(p-fl) 

Sia dapprima n pari e si formi una qualunque permutazione degli 
n elementi dati. Per dedurre da questa tutte le rimanenti basterà 

Al 

formare -^ serie di permutazioni ; la 1" serie comprende la permuta- 
zione già formata e quelle che si ottengono eseguendo su essa l'ope- 
razione 

La 2* serie si ottiene eseguendo su ciascuna . permutazione della 
1» serie l'operazione 

2n»9 = 'z^ X3,n-l 

la 3" eseguendo su ciascuna permutazione della serie 1^ e 2*' l'ope- 
razione 

-ò — il serie eseguendo sulle permutazioni di tutte le serie 
precedenti l'operazione 

Bn.n— 4 t„_3jn'''n— 3»n-l 

l'ultima, cioè la 1^1 serie, eseguendo su ciascuna permutazione 
delle serie precedenti l'operazione 

£n, n-2 Xn— 1, n On— 1, n • 

n — 1 
Se n è dispari, le serie da costrurre sono — ^ — ; la 1* serie com- 
prende la P permutazione scritta e quelle ottenute eseguendo su essa 
l'operazione 

£n.O^ Xj „ Xl,n-l 

la 2" serie si ottiene eseguendo su ciascuna permutazione della 1" serie 
l'operazione 

£n»a ^^^^^ Xj „ X3,n— 1 
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...la penultima serie ossia la ( — 5 — ) serie, si ottiene eseguendo 
sulle permutazioni di tutte le serie precedenti l'operazione 

6a,n— 5 ^^ ^u— 4,n ^o-4,n— I 

e l'ultima, ossia lai — ^ — ) ^^ ottiene eseguendo sulla permutazione 
tutte le serie precedenti l'operazione 

6n,n— 8 "^n— 2,u ^n-2, n— !• 

Si ricordi adunque che le permutazioni di una stessa serie si ot- 
tengono sempre eseguendo una certa operazione sulle permutazioni 
di tutte le serie precedenti. 

Adunque: per formare le permutazioni di n elementi diversi basta 
scriverne una qualunque (iniziale) ed eseguire successivamente le ope- 
razioni 6n,o; en,«; 611,4;. . .6n^-2 SO n è pari, ed €n,o; Sn,»; «^4 ; . . . e„.n-8 
se n è dispari, avvertendo di eseguire la en,o sulla permutazione ini- 
ziale e ciascuna delle Sn,s; en,4; . . . sulla permutazione iniziale e su 
quelle ottenute eseguendo le e precedenti. 

È ovvio convincersi che le permutazioni così ottenute sono ni 
Infatti eseguendo l'operazione tqr su una permutazione di n elementi 
(^, r>Lw), si hanno r — q permutazioni, giacché iqr è il prodotto 
di r — q scambi. Perciò dicendo Vmp il numero delle permutazioni ot- 
tenute eseguendo l'operazione Snip su una permutazione di n elementi, 
{m^p>Ln), si avrà: 



ossia 



vnn> = {m - {p+ 1)} .{m - (p+ 1)} + {m - (/>+ 2)) 
v.p = (m-(p+l)}« + {m-(p+2)}. 



Intendiamo ora con Vno, Vna, Vn*. . . il numero delle permutazioni 
ottenuto da una data di n elementi, eseguendo su essa rispettiva- 
mente le operazioni Sno, ena, en4. . . e supponiamo dapprima n pari. 
Eseguendo la eno su una permutazione se ne ricavano altre Vno, le 
quali assieme alla data costituiscono una prima serie di v„o + 1 per- 
mutazioni. Eseguendo su ciascuna di queste la 6na si ha una seconda 
serie di (vno + 1) Vna permutazioni le quali assieme alla Vno + 1 P^'^- 
cedenti costituiscono un complesso di 

(v„o + 1) Vn, + (Vno + 1) = (Vno + 1) (v„a + 1) 

permutazioni. Eseguendo su ciascuna di esse la en4 si ha una terza 
serie di Vn4 (v„o + 1) (vna + 1) permutazioni, le quali assieme alle 
(vno + 1) (vna + 1) costituiscono un complesso di 

V„o (Vno + 1) (Vna + 1) + (v.o + 1) (Vna + 1) = (Vno + 1) (v„a+ 1) (Vn4 + 1) 
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permutazioni. . . Così continuando si conclude che il numero delle per- 
mutazioni della sene 1*, 2*. . . I -g- 1 è : 

Pn = (Vno + 1) (Vn8 + 1) • • • (v„^-4 + 1) (Vn.n-a + 1). 

Ora si ha: 

v„o + l = (n-l)» + (n-2) + l = n(n-l) 

v„a + l = (n~3)* + (n-4) + l = (n~2)(n-3) 

v„;-4 + l = 9 + 2 + l =4.3 

v„.„-, + l = l + l =2-1 

e pertanto 

Pn = n(n — l)(n—2)...4.3.2.1 — n! 

Similmente, se n è dispari, si prova che Pn = n ! 

È quindi fuor di dubbio che col metodo esposto si ottengono tutte 
le permutazioni di n elementi diversi. 

Laddove interessasse determinare il segno di ciascuna di esse ba- 
sterebbe pensare che: eseguendo una delle operazioni e su una data 
permutazione, le permutazioni ottenute hanno alternativamente il 
segno + ® — e la 1* di esse ha segno contrario a quella della per- 
mutazione sulla quale si esegue la suddetta e. Infatti ciascuna e è un 
prodotto di scambi (operazioni o), ciascuno dei quali deve eseguirsi 
sul risultato ottenuto eseguendo lo scambio precedente. 

Metodo IV. — È meno semplice dei precedenti, ma non meno im- 
portante. 

L'operazione che consiste nello scambiare i primi due elementi di 
una permutazione (ai...aD) è la cia; la indicheremo anche con CO9 e 
pertanto cos =■ oia ; adunque il risultato della 0)2 eseguita sulla (aia» ...««) 
è la [((7a)i (ai)a «san]. 

Dati n elementi ai , . . . On , Toperazione che consiste nello scri- 
vere una permutazione qualunque di essi, per es. la (ai . . . a„) si in- 
dicherà con Quo e la (ai . . . an) si dirà risultato della 9no eseguita cogli 
elementi ai . . . «„ . Tale (ai . . . a,i), considerata quale risultato della 6no 
eseguita cogli elementi ai...an, si dirà permutazione principale. 

Si debbano dapprima formare le permutazioni di due elementi, 
per es. dei numeri 1, 2. Esse sono le (1 2), (2 1); una di esse si ottiene 
eseguendo la 6ao cogli elementi 1, 2, e l'altra eseguendo l'operazione 0)3 
sul risultato dello 6» . Sicché, indicando con w'a l'operazione che per- 
mette di formare tutte le permutazioni di due elementi, si ha: 

(0 3 = 620 Ws . 

Dovendo formare le permutazioni di tre elementi per es. dei nu- 
meri 1,2,3, eseguiamo con essi la Gw, cioè scriviamo la permutazione 



I 



I 
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principale. Sia essa ad es. la (1 2 3). Eseguendo su questa la cos ^ ha 
la (2 1 3). Indicliiamo ora con 631 Toperazione che consiste nello scam- 
biare in una delle permutazioni già formate, cioè le (1 2 3), (2 1 2) il 
3° elemento con uno di quelli che in tali permutazioni non hanno 
ancora occupato il 3^ posto (sono gli elementi 1 e 2). La Bsi può 
adunque essere eseguita in quattro modi, scambiando nella (12 3) o 
nella (2 1 3) il 3" elemento con uno di quelli che lo precedono. Noi 
la eseguiremo scambiando nella (2 1 3) gli elementi 3 ed 1 che sono 
consecutivi, dimodoché il risultato della 6ai eseguita sulla (213) e 
la (2 3 1). Eseguendo su questa la 0)9 si ha la (3 2 1). Indichiamo 
con 088 l'operazione che consiste nello scambiare in una qualunque 
delle quattro permutazioni già formate il 3^ elemento con uno di 
quelli che in nessuna di esse hanno ancora occupato il 3® posto (sol- 
tanto l'elemento 2 si trova in tali condizioni). Anche tale operazione 
si può eseguire in più di un modo e precisamente in quattro modi, 
giacché in ciascuna delle permutazioni già formate si può scambiare 
l'ultimo elemento con Telemento 2. Noi la eseguiremo scambiando gli 
elementi 3° e 2^ nella (3 21), (sono elementi consecutivi) dimodoché 
il risultato della 632 eseguita sulla (3 21) é la (3 1 2). Eseguendo la 0)2 
sul risultato della 632 si ha la (1 3 2). Si sono così ottenute le sei per- 
mutazioni degli elementi 1,2,3, nell'ordine: (12 3), (213), (2 31), 
(3 2 1), (312), (13 2). Di queste le prime due terminano coH'ele- 
mento 3, le due seguenti coll'elemento 1, e le ultime due coll'ele- 
mento 2. 

Convenendo che il segno + scritto tra i simboli di due opera- 
zioni indichi soltanto che quella rappresentata dal simbolo scritto a 
destra debba eseguirsi dopo quella rappresentata dal simbolo scritto 
a sinistra, ed indicando con Wa l'operazione che permette di formare 
le permutazioni di tre elementi differenti, nel modo dianzi descritto, 
possiamo scrivere 

Ctì's = BsoWa + 681(1)2 + 6320)8 ... (1) 

La (02 consiste nello scambio dei primi due elementi, e deve sempre 
eseguirsi sul risultato delle 6 immediatamente a sinistra; ciascuna 6 
consiste nello scambiare in una delle permutazioni già formate il 
3** elemento con uno di quelli che non hanno ancora occupato in esse 
il 3^ posto; fa eccezione la 630 la quale consiste nello scrivere una 
permutazione qualunque degli elementi dati. 

La permutazione risultato della 630 si dirà permutazione iniziale j 

relativa, rispetto alle operazioni 631 , 632 (il lettore comprenderà in se- j 

guito il perché di tale denominazione). Possiamo pertanto dire che , 

le 631 e 632 devono eseguirsi sulla permutazione iniziale ad esse rela- i 

tiva, oppure su una di quelle ottenute dopo di essa. 1 

Eseguire un'operazione m definita dall'uguaglianza | 

0)3 = 0)2 + 6310)2 + 6320)2 . . . (1') ' 




14 P£IUODICO DI MATEMATICA. 

terminano coirelemento 3. Sia 641 Toperazione che consiste nello scam- 
biare in una delle dodici permutazioni già formate il 4^ elemento con 
uno di quelli che in nessuna di esse hanno occupato il 4® posto, cioè 
con uno degli elementi 1 e 2. Tale operazione si può eseguire 
in 12 . 2 = 24 modi e noi la eseguiremo sulla (2 314) scambiando gli 
elementi 4® e 3^ dimodoché il risultato della O^t è la (2 3 4 1). Ese- 
guendo su questa l'operazione cds si hanno indipendentemente dall'or- 
dine le (3241), (3421), (4321), (4231), (2431). Esse e la (2 3 4 1) 
sono quelle fra le permutazioni degli elementi 1, 2, 3, 4, che termi- 
nano coirelemento 1. Sia infine 048 l'operazione consistente nello scam- 
biare in una delle diciotto permutazioni già formate, il 4® elemento 
con uno di quelli che in nessuna di esse hanno occupato il 4* posto 
(tale è il solo elemento 2). Tale operazione si può eseguire in diciotto 
modi diversi e noi la eseguiremo sulla (312 4) scambiando gli ele- 
menti 4^ e 3^ dimodoché il risultato della 649 é la (3 1 4 2). Ed ora, 
eseguendo sulla (314 2) Toperazione (Os otteniamo, indipendentemente 
dall'ordine, le permutazioni (1 3 4 2), (143 2), (4 1 3 2), (4 3 1 2), (3 4 1 2) ; 
esse e la (3142) sono tutte le permutazioni degli elementi 1,2,3,4 
che terminano coirelemento 2. 

Le permutazioni formate sono 4! = 24, ed altre evidentemente non 
possono formarsene. 

Sempre convenendo che il segno + posto tra i simboli di due ope- 
I razioni indichi che quella rappresentata dal simbolo posto a sinistra 

I debba eseguirsi immediatamente prima di quella rappresentata dal 

i simbolo posto a destra, e chiamando con (ù'a l'operazione mediante la 

j quale ai formano col processo dianzi indicato le permutazioni di quattro 

elementi differenti, possiamo scrivere: 

(tì'i = 0400)8 + 0410)8 + 0420)8 + 0480)8 ... (2) 

Nell'applicare la (2) occorre aver presente che ciascuna (08 va ese- 
guita sul risultato della 04 immediatamente a sinistra e che ciascuna 04 
va eseguita su una delle permutazioni precedentemente ottenute, tranne 
la 040 che va eseguita sugli elementi dati. 

Nell'eseguire le 041,049,048 c'è deirarbitrario, giacché ogni 04 può 
eseguirsi in più di un modo. Noi abbiamo eseguita la 04i sulla per- 
mutazione principale (12 34) e le 049,^48 sulle (2 314) e (312 4) le 
quali sono due delle permutazioni ottenute dalla principale eseguendo 
su essa la o)8 sotto forma singolare e precisamente eseguendo le ope- 
razioni 031 e 089 della o)8. Come vedesi, ciascuna delle 04i, O42, 048 ese- 
guite in tal modo, consta nello scambio di due elementi consecu- 
tivi (4° e 3^); dimodoché se nell'applicare la (2) supponiamo le 0)3 
ridotte a forma singolare ed eseguiamo le 0*1, 049,0*3 rispettivamente 
sulla permutazione principale e sulle due che si ottengono eseguendo 
su essa le operazioni Oai e 089 di 0)3, possiamo dire che la 0)4 consta 
di scambi fra elementi consecutivi. Una tal forma della 0)^4 si dirà 
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forma singolare-, pertanto per ridurre la tu' 4, a forma singolare, il che 
è possibile in piìi di un modo, basta mettere le o)» sotto forma sin- 
golare e disporre opportunamente delle 64. 

La (2) sostituendo ad cos l'espressione data dalla (1'), diventa: 

«tì'i = OioWa + 031 <«)« + OssCOs + OttOJa + e«i(Oa + SiaWa + 64«a>2 + 

+ OjiCDa + 688(1)2 + 6430)2 + 631 (1)2 +6420)2 ... (3) 

Diremo che la permutazione principale è iniziale relativa delle (od 
alle rispetto alle) operazioni 641, 641,643, e che la permutazione otte- 
nuta quale risultato di una 64 è iniziale relativa delle operazioni 6» 
e 632 a destra di essa 64 ed a sinistra della 64 seguente (se c'è). Per 
es. la permutazione resultato della 642 è iniziale relativa delle 631 e 622 
comprese tra 642 e 643. 

Pertanto nell'applicare la (3) devesi osservare che: P ciascuna 0)2 
deve eseguirsi sul risultato della 6 immediatamente a sinistra; 2® che 
ciascuna 61 , (i = 4, 3), deve eseguirsi sulla permutazione iniziale ad essa 
relativa su una delle permutazioni ottenute dopo di essa (dopo tale 
permutazione relativa) e che in ogni caso rappresenta lo scambio del- 
l'elemento *"•** con uno di quelli che lo precedono, e che nella permu- 
tazione iniziale relativa ed in quelle formate posteriormente ad essa, 
non hanno ancora occupato Yi^^ posto. 

Eseguire un'operazione 0)4 definita dall'uguaglianza: 

0)4 = 0)8 + 641W8 + 0420)3 + 6420)4 

oppure 

0)4 = 0)2 + 6310)2 + 6320)2 + 6410)2 + 6310)2 + 9320)2 + 6420)2 + 6310)2 + 

+ 6320)2 + 6430)2 + 6310)2 + 6320)2 

su una permutazione di quattro elementi (aia2a3y4), significa eseguire 
la 0)8 sulla (aia2%30u), poi la 641, poi la 0)3 sul risultato della 641 ecc. . . 
considerando come permutazione iniziale relativa delle 641,642,643 la 
(7172^324) e come permutazione iniziale relativa delle 6si e 632 di una 
data CO3, la permutazione ottenuta quale risultato della 64 che le sta 
a sinistra od, in assenza di essa, la (aia2a3a4); pertanto il risultato 
della (1)8 è, indipendentemente dall'ordine, un gruppo di 23 permuta- 
zioni, le quali sono tutte le permutazioni degli elementi ai, a2,or8,a4, 
tranne la («17203^4). In altri termini possiamo dire che eseguire la 0)4 
sulla (aia2a3a4), significa fare in essa le operazioni che si fanno po- 
steriormente alla 640 nell'eseguire la 0)^4 sugli elementi ai,a«,a8,Gf4 
(considerando come risultato della 640 la (aia2a8a4). 

Eseguire la 0)4 su una permutazione (aia2 . . . a„) di n > 4 elementi, 
significa eseguirla sulla (aia2a3a4) e poi scrivere gli elementi a6,ae.. «„ 
a destra di quelli di ciascuna delle 23 permutazioni ottenute, per- 
tanto il risultato della 0)4 eseguita sulla (aia2 . . . an) è un gruppo di 
23 permutazioni le quali terminano tutte cogli elementi «5 , «e . . . au. 
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Passiamo ora al caso generale. Indichiamo con wi un'operazione 
la quale ci permetta di dedurre da una permutazione (^i . . , ai) di i 
elementi diversi, tutte le rimanenti /! — 1. Diremo che si esegue la coi 
sulla permutazione (ai . . .an) di n > i elementi, quando si scrivono gli 
elementi ai+i, . . . a„ di seguito a quelli di ciascuna delle permutazioni 
ottenute eseguendo la (i)f sulla (ai . . . ai), dimodoché il risultato della wi 
eseguita sulla (ai...an) è un gruppo di /! — 1 permutazioni aventi 
comuni gli elementi finali ai+i,...an. 

Consideriamo l'operazione (o'n definita dall'uguaglianza 

(o'ii = 9notD«-i + 6uia)a-i + . . . + e„ico„.i + . . . + 9„.„-i a)„-, ... (4) 

dove 6iio e un'operazione che consiste nello scrivere una permuta- 
zione qualunque (ai . . . a„) di n elementi dati, (i)„_i è un'operazione che 
ci permette di dedurre da una permutazione di n — 1 elementi tutte le 
rimanenti e che deve eseguirsi sul risultato della On immediatamente 
a sinistra e 6„i , 6«2 , . . . sono operazioni delle quali ognuna può ese- 
guirsi sul risultato della 6„o (permutazione principale) e su una delle 
permutazioni già formate (cioè formate prima di eseguire la On che 
si considera) e consiste nello scambio dell'ultimo elemento con uno 
di quelli che nelle permutazioni già formate non hanno ancora oc- 
cupato l'ultimo posto. 

Immaginiamo ora di eseguire la (i)'„. Dopo aver eseguito la a)„-i 
seguente 9no, avremo ottenuto tutte le permutazioni degli n elementi 
dati ai. . . au, le quali terminano ad es. con un certo elemento °i; ese- 
guita la (jDu-1 seguente 6ni, avremo ottenute tutte le permutazioni che 
terminano con un certo efemento fg ecc. . . , eseguita la a)„_i se- 
guente 6„,„_i, avremo ottenuto tutte le permutazioni che terminano 
con un certo elemento fu . Gli elementi ^i . . . ^n sono, salvo l'ordine, 
gli stessi ai,...an; adunque la lù'n è un'operazione che ci permette 
di formare tutte le permutazioni degli elementi ai,...an. 

Sostituendo ad n i numeri )i — 1, n — 2... si hanno dalla (4) le 
espressioni di to'n-i, (jd'„_2, . . .to'^, (o's. Correlativamente a tali opera- 
zioni possiamo definirne altrettante (Ou-i, (On-j , . . . w*, tos, stabilendo 
che eseguire l'operazione 

(ùi = 0)1-1 + OiiCDi-i + 612W1-1 + . . . 01,1-1(01 _i ... (5) 

su una permutazione (ai , . . . ai) di i elementi, significhi operare sugli 
elementi di essa come si opera su quelli della permutazione ottenuta 
quale risultato della fto, di guisa che il risultato della cOi è un com- 
plesso di il — 1 permutazioni, cioè il complesso di tutte le permuta- 
zioni degli elementi ai,... ai, tranne la (ai,... ai); 2® eseguire la wi 
su una permutazione (ai , . . . an) di n > i elementi, significhi scrivere 
gli elementi ai-i-i , . . . an di seguito a quelli di ognuna delle permuta- 
zioni ottenute eseguendo la wi sulla (ai . . . ai), dimodoché il risultato 
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di tale (1)1 eseguito sulla (ai...cii) è un complesso di i\ — 1 permu- 
tazioni aventi comuni gli elementi finali ai+i,...an. 

Se ora nella (4) sostituiamo alle (On-i le loro espressioni mediante 
le (i)„_9 , poi nella relazione ottenuta sostituiamo alle (Oa-s le loro 
espressioni mediante le con-s ecc. . . infine alle ws le loro espressioni 
mediante le cds, abbiamo: 

Co'n=9iioW8+6ai«08+68aa)a+64ia)a+98ia)a + OaaWa + 642(1)8 + OsifOa + Bssa)» + 

+ 848CO2 +e8ia)2 + 6M(02 + e6l0i)« + 68ia)2 + 6820)2 + 641(1)2 + 6ai(l)2 + 6,20)2 + 
+ 642'*32 +68ia)2 + 682(l)2 + 64S0)2+6llCi)2+ 6wt02 + 6520)2 + . . . + 64lO)a + 
+. . .+ 6420)2+. . .+ 6430)2+. . .+ 6680)2+. . .+ 6540)2+. . .+ 66lO)2+. . .+ 6510)2 
+.. .+6520)2+. . .+6580)2+. . .+6540)2+. . .+ 6620)2+. . .+ 6680)2+. ..+ 6640)2 
+ . . .+ 6650)2+. . .+ 6710)2+. . .+ 6720)2+. . .+ 6780)2 + .. .+ 6740)2+. ..+ 6750)2 

+...+ 6l60)2+...+ 68lO)2+...+ 687t02+ + 6n-i. 1 (1)2 + . . . + 6„-i, n-2 0)2 

+. . .+ 6«lO)2+ . . .+ 6„,a-l 0)2 + 6820)2 (6) 

dove nel 2® membro tra 6ih e 6ik (^ == 3, 4, . . . n ; A, A: = 1, 2, . . , i — 1) 
deve supporsi scritto quanto precede 6ii, tranne 6no. Per descrivere 
facilmente la o)'n chiameremo permutazione iniziale relativa alle ope- 
razioni 6ii, 6i2 , . . . 6i,i-i, (i = 3, . . . n), la permutazione principale, cioè il 
risultato della 6no, se percorrendo il 2^ membro da destra a sinistra 
a partire dalla 6i considerata non si incontra alcuna 6i+i,i ; se invece 
si incontra una o più 614-1.1, chiameremo permutazione iniziale relativa 
alla tji considerata il risultato della 61,1,1 che le è più vicina a si- 
nistra. 

La descrizione della tù'n è quindi la seguente: 

1^ L'operazione 6no consiste nello scrivere una qualunque permu- 
tazione degli n elementi dati; 

2^ 0)2 è un'operazione che consiste nello scambio dei primi due 
elementi di una permutazione e deve eseguirsi sul risultato della 6 
che le sta immediatamente a sinistra; 

3* % è un'operazione che deve eseguirsi sulla permutazione ini- 
ziale aci essa relativa o su una delle permutazioni ottenute posterior- 
mente (cioè ottenute dopo la suddetta iniziale relativa e prima di 
eseguire essa 6y) e consiste nello scambiare l'elemento i^^ con uno 
di quelli che lo precedono e che nella permutazione iniziale relativr 
alla 61J ed in quelle ottenute posteriormente ad essa, non hanno a^ 
Cora occupato l'ultimo posto: 

Esaminando il 2* membro della (6) si vede che: 

P ogniqualvolta si esegue l'operazione 6^ (/^3), su una p 
tazione A già formata, bisogna eseguire sul risultato di tale 6* 
stesse operazioni che si sono fatte sulla permutazione pri' 
su quelle da essa dedotte prima di eseguire la fin che è d^ 
e che si trova più vicina ad essa (vale a dire prima di e 
la 1' volta la Oj,): 
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2^ tutte le permutazioni ottenute prima di eseguire per la prima 
volta la Oli, (« — 3), hanno comuni gli ultimi n — i elementi; 

3® ogniqualvolta si esegue una O^j su una permutazione, le ope- 
razioni posteriori ad essa ed anteiùori alla Bij+i più vicina ed a 
destra di % , hanno per scopo di permutare in (i — 1) ! — 1 modi i 
primi / — 1 elementi della permutazione ottenuta quale risultato 
della Gy. 

Le permutazioni ottenute eseguendo la w'n sono evidentemente 
tutte differenti; è anche facile convincersi che sono ni Infatti esse 
sono tante quante sono complessivamente le 6 ed co« contenute nel 
2^ membro della (6), giacché a ciascuna 6 ed ws corrisponde una di 
tali permutazioni, la quale ne è il risultato. Sia vi il numero dei sim- 
boli 6 ed (1)2 che compaiono neirespressione di (dV Sarà vi — 1 il nu- 
mero di quelli che compaiono neirespressione di wi. Allora supponendo 
nella (4) sostituite alle (j)„_i le loro espressioni mediante le 0)2, compa- 
riranno nel 2^ membro ^j (v,»_i — l) -}- n = n^Jn-^i simboli. Si ha quindi 



Ma è pure 
quindi: 



Vn = nv„_i. 



n\ = n{n — 1)! 



Vn = Wl 



Consideriamo ancora la (4). Sostituendo ad (Ou-i seguente e„o la 
sua espressione mediante a)„-2 , (si ricava dalla (5) supponendo i=fi — 1), 
essa diventa: 

W'n = (6nO0!)a-2 +6„-i,i tl)„-2 -f~- • '~{~ 9n-I.u-ì (l)„-2 ) + 6nlWn-l +. . .+ 6n.«-lU)„_i 

Ora le permutazioni ottenute eseguendo le 61,0, B„_,.,, . ..6.>i,„.t 
hanno tutte in comune l'ultimo elemento, ed in esse tutti gli elementi, 
air infuori di quest'ultimo, compaiono al penultimo posto, uno per 
ciascuna permutazione. Supponiamo che la Om sia eseguita sulla permu- 
tazione principale (la sua iniziale relativa) e le Ona, Ona, . . . tìH,n-i rispet- 
tivamente sui risultati delle 9„-,.i, e„_i.2 . . . 9u-i,„_2. Poiché ciascuna 6,, 
consiste nello scambio dell'ultimo elemento con uno di quelli che 
nelle permutazioni già formate non hanno ancora occupato l'ultimo 
posto, per eseguire le e„i, 9n2, • . .6„.„-i occorre scambiare gli ultimi 
due elementi nelle permutazioni ottenute mediante 9no, 9„-i.i , . . . 9«-i,»-2 . 
Eseguendo le 9ni, . . . 9n,n-i in siffatto modo e supponendo che ciascuna 
ccu-i consti di scambi tra due elementi consecutivi, si vede che anche 
la 0) n consterà (tranne la 9no) di scambi tra elementi consecutivi, sarà 
cioè ridotta a forma singolare. 

Ciò che si è detto per w'n si può ripetere per (o'a-i. Supponendo 
che le a)„_2 dalle quali dipende una o)'»..! constino di soli scambi tra 
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mutazione principale, sia esso ad es. il segno -|-; la 2* permutazione 
avrà il segno — , la 3*^ se dedotta dalla 1^ avrà segno — , se dalla 
2* avrà segno +• In generale il segno di una permutazione è il segno 
contrario a quello della permutazione dalla quale si ottiene mediante 
lo scambio di due elementi. Se la co'n è sviluppata in prodotto con*^ 
tinuo, allora ciascun scambio deve eseguirsi sul risultato dello scam*- 
bio precedente, quindi il segno della 1* permutazione scritta, sarà 
pure quello delle permutazioni 3», 5*, 7°** e... mentre le permutazioni 
2*, 4*, 6», . . . avranno segno contrario. 



§ 2. Formazione rapida delle combinazioni 
e disposizioni semplici ni ad m di n cose. 



Ci occorrerà in seguito di saper formare con prontezza le combi- 
nazioni n ad n di m cose diverse {n<.m). Il metodo che esponiamo 
è di molta importanza pratica. 

Si debbano ad es. formare le combinazioni tre a tre dei cinque 
numeri 1, 2, 3, 4, 5. Disponiamoli in un ordine qualunque per esempio 
3,4,2,1,5; otteniamo così una successione di elementi che diremo 
fondamentale. Coi primi tre di essi formiamo una prima combinazione 
la (3 4 2), che diremo iniziale. Le altre si deducono da essa nel se- 
guente modo. Sostituendo all'ultimo elemento ciascuno di quelli che 
lo seguono nella successione fondamentale, abbiamo le combinazioni 
(341), (3 4 5). Da ciascuna di queste possiamo ottenerne una o più 
sostituendo al penultimo elemento, cioè il 2^ ciascuno di quelli eie* 
menti che nella successione fondamentale sono compresi per posi- 
zione tra esso ed il 3^ elemento della combinazione che si considera. 
E così tra gli elementi 4 ed 1 della (341) è compreso nella succes- 
sione fondamentale il solo elemento 2, dimodoché dalla (3 4 1) si può 
derivare soltanto la (3 2 1) ; invece tra gli elementi 4 e 5 della (3 4 5) 
sono compresi nella successione fondamentale gli elementi 2, If di- 
modoché dalla (3 4 5) si deriveranno le (3 2 5), (3 1 5). Da ciascuna 
delle combinazioni (3 2 1), (3 2 5), (3 1 5) deriviamone una o più sosti- 
tuendo al 1® elemento, uno ad uno, quelli che nella successione fon- 
damentale, sono compresi tra esso ed il 2*" della combinazione con- 
siderata. E così dalla (3 2 1) si deriverà soltanto la (4 2 1), giacché 
tra gli elementi 3 e 2 di essa è compreso nella successione fonda- 
mentale solamente Telemento 4 ; similmente dalla (3 2 5) si deriva 
soltanto la (4 2 5), e dalla (3 1 5) si derivano le (4 1 5), (2 1 5). Abbiamo 
quindi formate le combinazioni (3 4 2) (3 4 1) (3 4 5) (3 2 1) (3 2 5) (31 5) 
(4 21) (4 2 5) (4 15) (21 5), le quali evidentemente sono tutte le com- 
binazioni tre a tre degli elementi dati. 
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mente provasi che le combinazioni della 3* serie soifo in numero 

di l + (l+2) + (l + 2 + 3) + ... + [l + 2 + ... + (w-m)] ecc.... In 
generale ponendo 

Pn-Di.O = 1 

Fb_„,i = n — m 

F„.«., = Fi,x + FM + ... + Fn-.„, = l + 2 + ... + (n-m) 



Fa-n»^= Fi,q-.l -[- F2,q-i + •••"{" F„_,„,q_i 

si ha che il numero delle combinazioni della serie q^^ è F„-„.q. Il 
numero Fpq suolsi chiamare (*) p™** numero figurato d'ordine q. Si 
sa che: 



Fp,q F p,q .1 + Fp-.1,<, 



e pertanto 



Fp,q = Fp_i^ + Fp_i.q-i + . . • + Fp-i.i 4- Fp,o 
essendo Fp^ = l. Si sa inoltre che 

(:)=F....... 

Supponendo adunque nella (1) q = m; p = n — m + 1» si ha: 

■T n— m-|-l|*n -T n-m,m [~ -•- ii— m,iu— 1 | . • • | " n-m,l l" -I 



(1) 



ossia 



F„-.„H.m-y 



è il numero delle combinazioni appartenenti alle serie m°^*, (m — 1)™»... 
2*, 1% oltre la combinazione iniziale. 

Disposizioni. — Dopw quanto abbiamo detto la formazione rapida 
delle disposizioni m ad m di n cose diverse non oflfre difficoltà. For- 
mate le combinazioni m ad m, formeremo cogli elementi di ciascuna 
tutte le permutazioni possibili seguendo uno dei metodi indicati. Queste 
saranno tutte le disposizioni m ad m delle n cose date. 



(*) LuCAS, Théorié d«B nomhres, Paris ISOl, pag. 56 e aeg. Ivi però è rAppresenUto col Bim- 
boIoFj. 
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§ 3. Formazione rapida e rappreseli 
di n elementi non t 

Dei metodi indicati per formare rapi 
elementi differenti, soltanto il 4^ si pi 
delle permutazioni di n elementi non ti 
scrivere una di tali permutazioni ed ese 
da essa si deducono le operazioni che al 
boli 9y ed 0)8, nell'ordine indicato nel ^ 
sogna però in ogni caso avere Tavvert» 
sultato dello scambio di due elementi ui 
permutazione stessa. 

Se vogliamo ad es. formare le permuti 
Una di esse (principale) è la (1 1 2 3 3), d 
due elementi, si ha la permutazione stess 
con uno di quelli che lo precedono, pei 
alla sua sinistra si ha la (12 13 3), dal 
due elementi si ha la (2 1 1 3 3). Così ci 
sono già comparsi gli elementi 2 (una ^ 
senno degli elementi differenti che occ 
permutazione principale. Possiamo anc 
formate hanno comuni gli ultimi due el 
elementi sono stati permutati in tutti 
in una delle permutazioni ottenute, per 
uno di quelli che sono da esso differenti • 
quello che gli sta a sinistra, si ha la (^ 
i primi tre elementi in tutti i modi pc 
(13213), (31213), (32113), (23113), 
mutazioni ottenute, per es. la (3 1 2 1 3) il 
che sono differenti da esso, che lo preced 
formate non hanno ancora occupato il q 
mento, si ha la (3 1 1 2 3): dalla quale, ] 
sibili i primi tre elementi, si hanno le (1 ; 
già formate tutte le permutazioni che hs 
che è un 3, ed in esse i primi quattro 
tutti i modi possibili. Continuiamo adui 
permutazioni ottenute, per es. Tultima, i 
che lo precedono e sono da esso diflfen 
(1133 2) dalla quale, permutando in t 
quattro elementi, otteniamo le (13132) 
(3 31 12). In una di tutte le permutazi 
tima, scambiamo il 5^ elemento con une 
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6 che non hanno ancora occupato il ò^ posto, per es. col 4^; otteniamo 
la (3312 1), dalla quale, permutando in tutti i modi possibili i primi 
quattro elementi, si hanno le (3132 1), (1 3 3 2 1), (1323 1), (3123 1), 
(32131),(23131),(21331), (12331), (323 11), (332 11), (23311). 
Le permutazioni formate sono evidentemente tutte le permutazioni 
degli elementi dati. Si sa poi che il numero N delle permutazioni di 
n elementi tra i quali pi uguali tra loro, g« pure uguali, . . . Pr pure 
uguali, (pi + . . . Pr = w), è 



fii!e«!...pr!' 

Segno delle permutazioni di n numeri non tutti differenti. — Se gli n 
elementi dati sono n numeri si può assumere quale permutazione 
principale quella nella quale sono disposti in ordine crescente. Se 
ad es. tra gli n numeri dati ve ne sono vi uguali ad 1, vs uguali a 
2, . . . Vr uguali ad r, si può assumere come permutazione principale 
la (11 . . . 122 . . . 2 . . . rr . . . r). Essendo allora d ed £2 due elementi 
differenti di un'altra permutazione si dirà che essi fanno inversione 
se ei>es e se ei si trova a sinistra di €s; quindi il numero delle in- 
versioni contenute nella permutazione principale, cioè formate da due 
elementi qualunque differenti di essa, è zero. Al solito si dirà che 
una permutazione è di classe pari dispari, oppure che ad essa com- 
pete il segno + od il segno — , secondochè il numero delle inver- 
sioni in essa contenute è pari o dispari. Riguardando lo zero come 
numero pari si attribuirà alla permutazione principale il segno -|-. 
E poi evidente che se in una permutazione si scambiano due elementi 
differenti e consecutivi si ottiene una permutazione che ha un'inver- 
sione di pili o di meno della precedente; pertanto le due permuta- 
zioni sono di segno contrario. 

In una permutazione i cui elementi sono numeri non tutti diversi, 
mettiamo in evidenza due elementi u e v ed indichiamo con A il 
gruppo degli elementi precedenti u, con B quello degli elementi se- 
guenti V e supponiamo v a destra di u. Siano poi ai,a9,...ar gli 
elementi posti tra u e v. Scriveremo tal permutazione nel seguente 
modo: (Awai . . . otvrB). 

Consideriamo i seguenti scambi di due elementi: P di u con ai, 
2® di u con aa..;v"^'* di u con a^, (v + 1)™** di u con v; (v + 2)"^ di 
V con ar, (v + 3)™^ di v con a».-i, . ..(2v + 1)™^ di v con ai, ed ese- 
guiamo il P sulla permutazione suddetta e ciascuno degli altri sul 
risultato dello scambio precedente. La permutazione ottenuta ese- 
guendo l'ultimo scambio è la (Ami . . . (XvuB) che si può derivare dalla 
data scambiando gli elementi «et?; noi invece per ottenerla abbiamo 
operato 2v + 1 scambi tra elementi consecutivi. Sia 7]„ ed rjv il nu- 
mero degli elementi rispettivamente uguali ad « e r contenuti nella 
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rate mediante gruppi di elementi scelti opportunamente in una ma- 
trice rettangolare. 

Si considerino ad es. le permutazioni dei nove elementi bcdhdc 
dhh tra i quali quelli differenti sono : l'elemento b preso una volta, 
l'elemento e preso due volte, l'elemento d preso tre volte e l'elemento h 
preso tre volte. Formata la matrice 

«11 flia Oi» «u «16 «le «17 «18 «19 

«81 «n «28 «S4 «96 «96 «2T «98 «99 
«81 «89 «88 «84 «86 «86 «87 «88 «89 
«41 «49 «48 «U «46 «46 «47 «48 «49 

di dimensioni »-> 9 e " 4 (nella quale cioè ogni orizzontale contiene 

9 elementi ed ogni verticale 4) si chiami con G un gruppo di elementi 
scelti in essa in modo che : ogni verticale della matrice ne contenga 
uno e le orizzontali 1%2*, 3,*4*, ne contengano rispettivamente 1,2, 
3, 3 (tali sono i numeri che indicano quante volte gli elementi diffe- 
renti b, e, rf, h della successione 6, e, e/, A, rf, e, rf, A, h sono contenuti in 
essa. Sia ad es. G = («u «94 «98 «aa «as «8» «48 «46 «47). 

A tal gruppo possiamo far corrispondere una permutazione dei 
nove elementi dati convenendo che ad ogni ay corrisponda l'ele- 
mento 6, e, o rf, od h secondochè i=ì, 2, 3, 4 (cioè si fa corrispon- 
dere ad «0 quello degli elementi 6, e, rf, h che nella successione data è 
preso i volte) ed assegnando a tal elemento il posto /"**. La permu- 
tazione corrispondente al gruppo G considerato è la, {bdh eh chdd). 
Viceversa data una permutazione dei suddetti elementi per es. la 
(chchdbdhd) sostituiamo a ciascun elemento di essa l'elemento ay 
ritenendo ^' = 1,2, 3, 4 secondochè l'elemento sostituito è b.c^d^h ed 
assumendo per j il valore 1, 2, 3, . . . secondochè l'elemento sostituito 
occupa il posto 1^ 2^ 3^, . . . Avremo il gruppo di elementi ((% a^t a^i 
«44 «86 «16 «87 «48 «89), cho cvidentemcnte è uno dei possibili gruppi 6. 
Pertanto ad ogni gruppo G di elementi scelti nella matrice suddetta 
corrisponde una permutazione dei nove elementi dati e viceversa, ad 
ogni permutazione un gruppo ; quindi i gruppi G si possono assumere 
qu£vli gruppi figurativi delle permutazioni degli elementi dati. In ge- 
nerale se gli elementi dati sono n e tra questi ve ne sono ^1 uguali 
tra loro. Ih pure uguali tra loro, . . . Ar uguali tra loro, (^1 + /?9 + . . . 
. . . + ''r) = n, si possono figurare le permutazioni di tali elementi 
mediante gruppi di elementi ^y scelti in una matrice rettangolare di 

dimensioni >•»—► n ed T r, cioè di n verticali ed r orizzontali, in modo 

che ogni verticale della matrice ne contenga uno solo e le orizzon- 
tali 1*, 2*, . . . r"*" ne contengano rispettivamente Ai, /?a, . . . fh. Vedremo 
in seguito che la figurazione delle permutazioni di elementi non tutti 
diversi è un caso particolare della figurazione di speciali aggruppa- 
menti di elementi dati, dei quali ci occuperemo tra breve. 
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§ 4. Metodi per sviluppare rapida 

I metodi dianzi esposti per formare i 
di n elementi diversi, possono tutti ap] 
dei determinanti. Però, dal punto di vist 
plieazione dei primi tre. 

Sia dapprima 



A = 



«11. 



«ni. 



il determinante da svilupparsi. La notis 
nante si compendia neir uguaglianza 

A = S ± «11 «M . . 

cioè il valore A del determinante si ottie 
il prodotto «11 «22 . . . «nn e quelli che da 
fissi i primi (secondi) indici della a e pe 
sibili i secondi (primi), assumendo poi p< 
quello della permutazione dei secondi ({ 
adunque una permutazione degli elementi 
un termine del determinante e ad esso cor 
Per scrivere i termini del determinante 
permutazioni dei numeri 1,2,... n, segu< 
(è convenientissimo il 1^) e poi a sinistr 
ciascuna scrivere i segni Oio^. . . «n dispo 
di ciascuna permutazione come sono dis] 
rispetto ad ai , aa , . . . «n . Il segno di eia 
poi colla massima facilità, giacché con 
permutazione (ai . . . a^) si può subito sci 
Consideriamo ora il caso nel quale gli 
sono numeri non rappresentati coi segni < 
qualsiasi. Ad es. si debba sviluppare il 

1 



2 


1 


^ì 


II 



:! ^1 



— 1 



2^1 5 

Preniettiaino anzitutto iin'ngsiTva/.Ioi 
tcrniine dt^l sinìdetto determinali te A. So 
dei secondi indici delle a si .seatnìjiaiui \ 
pemmtazìone di segno contrario n qii<H 
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(ai . . . «1-1 ofj ai + i . . . aj-i ai «j + i . . . a,i) e le corrisponde il termine 
± ai,ai. . . ai.oj. . . aj.ai . . .«n.ao di A. 



A = 



crii 



«la, 



aia 



«111 



«In 



X 

flTji aja, flfjaj Gfjn 



a„i 



Cfn.aj. 



flfn.o, . . . . flTn 



Si osservi che il termine i: rti,ai...ai,aj ...aj.ai... aii.ao si deduce dal 
termine ± rti.aia2,a.. .. an.a. sostituendo ai fattori ai.ai, aj.aj, collegati 

nella figura soprastante colla freccia ^ , rispettivamente i fattori 

«j.ai, ai,aj collegati colla freccia ^ , e cambiando il segno. Se gli 

elementi di A sono numeri, una simile sostituzione si fa colla mas- 
sima facilità; basta sostituire a due elementi, due altri i quali, coi 
primi sono ai vertici di uno stesso rettangolo. Per es. si vede subito 
che agli elementi 2 e — 2 rispettivamente delle orizzontali 2* e 4* 
di 0, dovrebbero sostituirsi gli elementi 3 ed 1 delle orizzontali 4* 
e 2*. Gli elementi aj,ai, flfi,aj si diranno coniugati degli elementi ai,ai, aj.aj 
e precisamente aj.oi, sarà coniugato di ai.ai ed a\,a^ di^j.aj; due fattori ^ 
coniugati appartengono adunque ad una stessa verticale di A e pre- 
cisamente due elementi di A (appartenuti a linee differenti) ed i loro 
coniugati sono ai vertici di uno stesso rettangolo. Considereremo l'ope- 
razione che consiste nel sostituire a due fattori di un termine di 5 
aventi i posti z"*** ed /"** i fattori coniugati, come correlativa di quella 
che consiste nello scambiare in una peiTnutazione di n cose gli ele- 
menti aventi i posti *'"*' ed /"". 

Dei metodi esaminati relativamente alla formazione rapida delle 
permutazioni di n numeri 1,2,...?* (sono anche questi n cose diverse), 
il 1® ed il 3^ sono particolarmente importanti per l'applicazione che 
se ne può fare allo sviluppo rapido dei determinanti. Mostriamo ad 
es. come si possano scrivere rapidamente i termini di 6 applicando 
il P metodo. Si cominci a scriverne uno, per esempio il principale 
+ 2. 2. 3. (—2). 3. 

Scritta la permutazione (12 34 5) degli elementi 1,2,3,4,5, sap- 
piamo già che per formare le rimanenti seguendo il 1' metodo, si co- 
mincia a dedurne altre quattro scambiando in essa gli elementi 1^ e 2^ 
1^ e 3^ 1*^ e 4^ 1' e 5^ Eseguendo sul termine + 2 . 2 . 3 . (— 2) . 3 di ò 
le operazioni correlative dei suddetti scambi abbiamo altri quattro 
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termini di 5. Adunque ai fattori V e 2\ che sono 2 e 2 sostituiremo 
i fattori coniugati che sono 3 ed 1 ed avremo il termine —3.1.3. 
. (— 2) . 3. Similmente sostituendo ai fattori 1^ e 3^ 1* e 4^ 1® e 5^ i fat- 
tori coniugati abbiamo i termini — 2 . 2 ( — 1) (— 2) . 3 ; — (—1) .2.3.3.3; 
— 2. 2. 3. (—2). 3. 

Praticamente e' è però un inconveniente il quale proviene dal 
fatto che non sempre in un sol modo, con due elementi di un de- 
terminante si può formare una coppia i cui elementi abbiano valori 
determinati. Per esempio la coppia (3, 3) si può formare con due 
elementi di o in piìi di un modo, ad es. cogli elementi 1® e 5® della 
1* orizzontale ; 1^ della 2», e 3^ della 3* ; 2* della 4* e 5« della 5* ecc. . . . 
Ora quando ad es. dal termine principale + 2 . 2 . 3 . ( — 2) . 3 se ne 
dovesse dedurre un altro, sostituendo agli elementi 3® e 5® i loro co- 
niugati, bisognerebbe dapprima cercare in 5 tali elementi (3 e 3), ed 
attesa la pluralità delle coppie i cui elementi sono 3 e 3, e' è pericolo 
di non scegliere la coppia che occorre (la quale nel nostro caso com- 
prende gli elementi 3® della 3* orizzontale e 2* della 4*). Tal pericolo 
può soltanto evitarsi con una faticosa attenzione la quale pregiudica 
la rapidità ed il buon esito dello sviluppo del determinante o. Pen- 
siamo però che esso cesserebbe di esistere quando tutti gli elementi 
di S fossero differenti, cioè fossero numeri a ciascuno dei quali cor- 
rispondesse un segno differente. 

Orbene se percorrendo successivamente le orizzontali 1®, 2®, ... di ò 
da sinistra a destra, noi troviamo parecchi elementi uguali, muniamo 
il l*di essi dell'indice 1, il 2^ incontrato dell'indice 2, ecc e ri- 
cordiamoci, quando vediamo scritti ad es. i segni 3a , — 2a ecc che 

essi rappresentano i numeri 3 , — 2 , . . . 

Vediamo allora che in 

5 = 



2i 


1. 


-li 


3. 


3, 


3, 


2, 


-U 


1» 


4i 


2, 


Oi 


3« 


-1, 


24 


1* 


35 


1. 


-2x 


4, 


2. 


— Is 


5i 


2e 


3e 



I 



due elementi qualunque differiscono per il valore, oppure, avendo lo 
stesso valore differiscono per l'indice ; in ogni caso, due elementi qua- 
lunque differiscono almeno nella forma, vale a dire i loro segni rappre- 
sentativi sono differenti. Allora due qualunque delle coppie formate 
scegliendo due elementi di 5, differiscono almeno per un elemento, e 
dovendo cercarne una i cui elementi siano fattori di un dato termine 
di 5, possiamo trovarla subito pensando che il P, 2^, 5®, . . . fattore di 
un termine di 8, devono cercarsi rispettivamente nella P, 2^, 3*, . . . oriz- 
zotitale. Per es. si trova subito la coppia (2j , — 2i) del termine prin- 
cipale + 2i . 2a . 3i . ( — 2i) . 3« . Sostituendo in esso ai fattori 1® e 2® i 
loro coniugati si ha il termine — Sa . li . 3* . ( — 2) . Se ; sostituendo in- 
vece ai fattori 1® e 3® i loro coniugati si ha il termine — 2$ . 22 . ( — li) . 
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. ( — 2i) . Se . ecc si deducono quindi dal termine principale altri 

quattro termini di o sostituendo ai fattori 1* e 2^ V e 3^ 1* e 4', P e 5^ 
i loro coniugati. E ricordiamoci bene che se da un termine di 5 se 
ne deduce un altro sostituendo a due fattori del V i loro coniugati, 
i segni dei due termini sono contrari 

Consideriamo ancora la pennutazione (12 3 4 5) e le quattro otte- 
nute scambiando in essa gli elementi V e 2^ V e 3^ P e 4^ V e 5®. 
Per avere le rimanenti permutazioni, seguendo il 1* metodo sappiamo 
che occorre scambiare in ognuna delle cinque permutazioni già for- 
mate il 2^ elemento con ciascuno di quelli che lo seguono (3® 4® e 5®). 
Ora se noi in ciascuno dei cinque termini di 5 corrispondenti alle 
suddette cinque permutazioni (il 1° di tali cinque termini è il prin- 
cipale), eseguiamo le operazioni correlative dei suddetti scambi, cioè 
ai fattori 2® e 3^ 2® e 4^ 2^ e 5^ sostituiamo i loro coniugati, otteniamo 
da ognuno di essi altri tre termini di 5. Abbiamo in tutto 15 termini 
che assieme ai cinque già formati costituiscono un gruppo di 20 ter- 
mini. Se in ognuno di essi sostituiamo ai fattori 3® e 4^ 3® e 5® i loro 
coniugati abbiamo altri 40 termini, e se infine in ognuno dei 60 ter- 
mini già formati sostituiamo ai fattori 4® e 5® i loro coniugati ab- 
biamo altri 60 termini di 5. Ormai è chiaro che: 

Scritto un termine di un determinante d^ordine n (per es. il termine 
principale) si possono ottenere tutti i termini rimanenti eseguendo su esso 
e su quelli che da esso si deducono, le operazioni correlative di quelle che 
si eseguiscono sulla permutazione (12 . , .n) e su quelle che da essa si 
deducono, per avere tutte le permutazioni dei numeri l,2,..,n, seguendo 
il P, od il 3^, od il 4^, dei metodi già esposti. 

L'operazione correlativa dello scambio degli elementi di una per- 
mutazione aventi i posti i^** ed j^"" consiste nel sostituire ai fattori 
aventi i posti i""** ed j"**" del prodotto corrispondente a tale permuta- 
zione (il qual prodotto è un termine del determinante) i fattori- co- 
niugati, che trovansi subito nel determinante dato. Alla permutazione 
(1 2 . . . 7i) corrisponde il termine del determinante formato moltipli- 
cando gli elementi della diagonale principale \^ , ed ha il segno +; 

a due permutazioni, delle quali la 2* sia dedotta dalla 1* mediante 
lo scambio di due elementi, corrispondono termini del determinante 
aventi segno contrario, ed il 2^ di essi si deduce dal 1® eseguendo su 
questo Toperazione correlativa del suddetto scambio. 

Ancora una osservazione. Non occorre affatto per scrivere tutti 
i termini del determinante dato, di scrivere prima le permutazioni 
dei numeri 1, 2, . . . 7i, ma soltanto di eseguire le operazioni correla- 
tive di quelle che si eseguirebbero se si volessero formare tali per- 
mutazioni. Quello che dunque importa conoscere, come appunto noi 
conosciamo, è l'ordine di successione di tali operazioni. 
Alba, luglio 1902. 

(continua) Dott. Nicolò Traverso. 
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24z + 105 
Ovvero, separando dalla frazione Tu i uo '^ parte intera del quo- 
ziente dei termini in z, 



m^)'*+ 



2 + 



1 + 



19^ + 82 



5^ + 23 

E via dicendo. — I numeri interi e positivi ottenuti come quozienti 
delle consecutive divisioni, _8ono i quozienti incompleti consecutivi 
dell'ordinario sviluppo di Vl9 in frazione continua. E lo stesso av- 
viene applicando un consimile algoritmo alla radice di D, qualora D 
rappresenti un numero intero e positivo qualsivoglia. — Infatti, sup- 
poniamo che ciò si verifichi fino ad una certa potenza della sostituzione 
lineare 

(ùz + B 

Z-^-iù 

e sia la potenza n"*; talché si abbia 
(<i}z + D\ .1 



((ùz + D\ 



02 + 



(1) 



+ 



a^+3 
y^ + o 



dove ai, aa, . . . dn rappresentano i primi n quozienti incompleti di VD. 
Supponiamo anzi che a, p, Yt ^ siano quattro numeri positivi, non 
escludendo che taluno di essi possa essere zero; ma avvertendo che 
in ogni caso il determinante aò — Py dovrà essere positivo ed eguale 
alla potenza ennesima di D — (o*, cioè del resto della radice quadrata 
di D. (*) Supponiamo finalmente (perchè sarà necessario in seguito) che 
si verifichi la diseguaglianza 

5>Yw. 
Dimostreremo che le stesse circostanze si ripetono per la po- 
tenza (n + 1)™* della sostituzione principale — ^ — . E poiché per 
n = l le dette circostanze si verificano, come si vede dall'eguaglianza 






(0- 



2?+ co 



(*.) Il lettore se ne persuaderà facilmente ripensando airesposto algoritmo, e rioordando il 
noto teorema che: il déterminanta dtl prodotto di duv ao$tituzioni lineari ò il prodotto dei dttermi' 
nauti dei fall ori. 
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nella quale r rappresenta il resto della 
eluderà per induzione che esse si verifi 

Per formare la potenza (n + 1)™* < 
muti z in . , .. nel 2^ membro della 



2? + w 



flfi 



aa + . 



•H 



dove E indica la parte intera del quozi i 

a(i) + ^ 
Y(o+5 

6 a » P» Y» 8» tanno i seguenti valori : 

a'=Yto + 5 
(1) 8' = yD + 5ci) 

Y' = acD + p — (yw + e 
8' = aD + Ba) — (YD-f ; 

Sarà da dimostrare: 1® che a', P', y'<^ 5'so 
il quoziente incompleto {n + 1)^^ delKord] 
zione continua; 3* che 5' > y'o). 

In quanto alla positività di a , p', y' e ! 
e y'i come apparisce dalle (1). Che poi 
dall'osservare che il determinante aS' — : 
?-"+\ opperò 6' non può essere negativa. 

Passiamo alla E, parte intera del qu i 

geo + 3 
Ya) + 5 

e pnragjoniamola col quoziente incompl ' 
di VL> in frazione continua. A tsil fine 
ed avremo 

■• + - 



li quoziente completo {n -f- 1)^'^" rehitivo 
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D'altra parte e noto che il detto quoziente è pure della forma 

w + Vd 



dove m ed n sono numeri interi e positivi. {*) Si avrà dunque 
d'ondo 



y}D + Ò 



an — Y'^* = 
Pn — Òm = yD. 

Moltiplicando la prima di queste eguaglianze per cd e aggiungendola 
alla seconda: 

n (ao> + P) — wi (yo) + 8) = 5(1) + yD = (0 (yw + S) + V; 

e da questa: 



aco + 3 m-]- (ù 



+ 



yr 



Y(o + e n ' n (yo) + 5) ' 

Ora, poiché il quoziente incompleto (n + 1)*"*^ relativo a VD non è 

se non la parte intera di , eguale a quella di , sarà dimo- 
strato che esso è anche la parte intera di — nig» ^^e si giunga a 

stabilire che ed 1 7 r-Tì hanno la stessa parte intera. 

E ciò sarà evidente qualora si dimostri che il massimo numero di 
ennesimi contenuti nella somma 



n 

è m + o), che cioè la frazione 
Ma la disuguaglianza 



+ 



V 



n(Ya) + 5) 



Yr 



, , ^v non monta a — . (**) 



si riduce all'altra 



n (yo) + 5) n 



Yr < YO) + ò , 
per dimostrare la quale osserveremo che, essendo 

r <2a), 
per una nota proprietà del resto dell'estrazione di radice quadrata, 



f*) LbÒbndbe. Théorie d«9 tiombres. T. I, § 5. 

f**) Di questo mezzo per verificare che due espreasioni banno U stessAparte intera si servì 
pure il prof. L. Boat per la risoluzione della questione a premio da me proposta in questo periodico 
(t. XVII, sett.-ott. 1901). — Si veda la mìa relazione nel fascicolo di marzo-aprile 1902. — Il premio 
toccò in sorte al dott. Paolo Cattaneo. 
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sia razionale, intera e di primo grado; l'altro che deriva dall'essere i 
valori yo ^ yii dati dalla tavola, approssimati a meno di una mezsa nnità 
dell' altimo ordine e àbA supporre che y si calcoli, o sia dato, collo stesso 
numero di cifre di yo e di yi. 

La ricerca di un limite per il primo errore (che indicheremo con g) 
esce generalmente dal campo delle Matematiche elementari {*); ma per 
il secondo (che indicheremo con l) si può facilmente trovare un limite 
con considerazioni elementari; e, per l'importanza pratica dell'argomento, 
crediamo utile esporre qui alcuni risultati, che ci sembrano notevoli e 
che coordinano e completano quanto altra volta {**) scrivemmo in pro- 
posito. 

§ 2. — Stabiliamo prima di tutto 

che yo ^^ yi siano i valori dati dalla tavola e che n sia il numero 
delle loro cifre decimali ; 

che Oq ed ai siano gli errori di yo e di yi dovuti alle cifre trascu- 
rate (ovvero che yo + ^o © yi + ^i siano i valori esatti di y© © di yi); 

che, nella ricerca inversa, anche y sia dato con n cifre decimali; 

che a sia l'errore di y dovuto alle cifre trascurate, e che, quando y 
sia il risultato di un calcolo numerico, b sia l'errore dovuto agli errori 
da cui possono essere affetti i numeri sui quali si è operato. 

Ricordiamo inoltre che l'ultima cifra (l'n™*) s'intende sempre aumen- 
tata di 1 se quella che seguiva era uguale o superiore a 5, e che quindi, 
prendendo quest'ultima cifra per cifra delle unità, il valore assoluto 
dell'errore dovuto alle cifre trascurate ha per massimo 0,5, se quest'er- 
rore è per eccesso, ed ò invece minore di 0,5, ma può differire da 0,5 
meno di una quantità piccola fìnchò si vuole, se quest'errore è per difetto. 
Cosi, dei due numeri esatti 37, 500 e 42, 499, trascurando tutte le cifre 
decimali, si ha rispettivamente 38 e 42, e quindi l'accennato errore è 
uguale a — 0,500 nel primo caso, a -|- 0,499 nel secondo. 

E supponiamo finalmente che (come generalmente accade) al crescere 
della variabilità da Xo a Xi la funzione cresca sempre o cali sempre, e 
che quindi le tre differenze y — yo? yi — y © yi — t/o abbiano tutte lo 
stesso segno. 

§ 3. — Ciò posto, siano ^^ ^ ^i ^ valori di / nella ricerca diretta e 
nella ricerca inversa rispettivamente, e siano Xd e Xi i corrispondenti va- 
lori assoluti. 

In quanto ad l^ nulla abbiamo da aggiungere a quanto già dicemmo(***); 
ricorderemo solo che non è esatto il dire che Xd ^ sempre minore di 1, 



(*) Uno stadio completo ne facemnio noi stessi nella nota " Errori prodotti dalla interpolasione 
sempliee nell'uso delle tavole logaritmo-trigonometricfae , {Sivista Marittima, Luglio 1895U « nel- 
l'altra * Sulla ricerea del logaritmoseno e del logaritmotangente degli archi piccoli . iCot'Hspon- 
denta, An. II, fase. V, VI e VII; e Periodiro di Magmatica, Luglio-Decembre 1901). 

(**) Veggasi V* Appendice^ al nostro Trattato di Tt-igonometvia (Ed. Giusti, Livorno, 1895). 

(•**) V. il 5 22 dell"* Appendici , ciUta. 
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giacché, come già facemmo vedere con un esempio {*)f Xd può anche 
essere eguale a l. 

Passiamo dunque ad /]. 

Osservazione. — È notevole che, se la diflferenza yi — y©» invece di 
dedurla direttamente dalla tavola, si calcola con altro procedimento, il 
quale conduca ad avere la differenza stessa con approssimazione mag- 
giore (**)f l'errore i^i invece di diminuire, può anche crescere. 

Supponiamo, p. es., che per ^0=1 e aT]^ = 2 nella tavola si abbia 
^0 = 2,83 e yi = 2,49, e che si voglia il valore y corrispondente a 
^=1,9: dalla (1), essendo yi — y(^ = 0,16, avremo immediatamente 

y = 2,33 + 0,9 X 0, 16 = 2,47. 

Supponiamo ora che i valori esatti di yo e di y^ siano 2,3250 e 2,4899 
(dai quali si siano ricavati quelli dati dalla tavola trascurando le ultime 
due cifi'e) e che nel calcolo precedente, invece di usare la differenza 
approssimata 0,16, si usi la differenza esatta 0,1649, che si deduce da 
questi due valori; avremo allora 

y = 2,33 + 0,9 X 0, 1649 = 2,48. 

Ma il valore esatto di y (prescindendo dairerrore g) è, evidentemente, 

dato da 

y = 2,3250 + 0,9 X 0, 1649 = 2,47341, 

quindi, usando la differenza approssimata si commette un errore eguale 
a -|- 0)^^341, usando invece la differenza esatta si commette un errore 
eguale a — 0,00659, che è maggiore, in valore assoluto, del precedente. 
E si noti che la conclusione non cambia se nel calcolo di y si evita l'er- 
rore a (non trascurando cioè nessuna cifra decimale), perchè, invece dei 
due valori 2,47 e 2,48 si avrebbe 2,474 e 2,47841 e i due errori corri- 
spondenti sarebbero —0,00059 e —0,00500. 

Questo apparente paradosso che si spiega facilmente esaminando la 
formula dà ì^ . 

§ 4. — Dietro tutte le notazioni stabilite e prescindendo, per ora, 
dairerròre 6, dalla (2) si ha immediatamente 

, __ ( (.V + ^^ — (.vo + ^o^^ _ y — .Vo i f . 

e quindi 

(yi — yo) { yi + ^i) — (yo + ^o)) 



(*) V. il S 3 della iioU citata * Sulla ricerca del logaritmoseiio,. . ,. 

(**) Questa avviene, p. es., nella tavola trigonometrica del Kouleb, dove, invece della diffe- 
renza per r, ai dà la differenza per I'', calcolata con una o due cifre decimali, sopra una differenza 
per 10", intermedia e dedotta da una tavola a 10 cifre decimali (come noi stessi trovammo, pro- 
cedendo per tentativi; v. il § 10 della nota citata " Sulla ricerca del logaritmoseno... n). 
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Ci proponiamo di trovare un limite superiore del secondo membro, sup- 
ponendo dapprima che le diflFerenze y — yo» Vi — Vi Vi — Vo siano po- 
sitive. 

§ 5. — Osserviamo prima di tutto ohe ciascuna delle due differenze 
y — Vq Vi — y deve supporsi uguale a 1 almeno (perchè, altrimenti, 
l'interpolazione non occorrerebbe) e che quindi la differenza tavolare 
2/1 — yo deve supporsi uguale a 2 almeno. Osserviamo inoltre che le dif- 
ferenze a — ^0» ^1 — ^> ^1 — ^0» po'" quanto s'è detto nel § 2, possono 
differire dall'unità di una quantità piccola finché si vuole, ma non pos- 
sono né superarla né uguagliarla. Osserviamo finalmente come di qui 
intanto derivi che il denominatore del secondo membro della (3) è sem- 
pre positivo. 

Ed ora, al crescere di a, supposto ^o ®d a^ qualunque ma fìssi, il 
valore di l^ cresce sempre (perché il denominatore è positivo); quindici 
avrà il suo minimo valore eguale a quello che si ottiene facendo a = — 0,5, 
e il suo massimo potrà differire meno di una quantità piccola finché si 
vuole dal valore che si ottiene facendo a = -j-0,5. 

Al crescere di a^ invece, supposto a ed ^o qualunque ma fissi, 1^ cala; 
a meno che, comparendo a^ tanto al numeratore che al denominatore 
della frazione che figura nel secondo membro della (3), la frazione stessa 
non sia indipendente da ai. Ma é facile vedere che, indicando con ei un 
accrescimento qualunque attribuito ad «i, affinchè si avesse 

^(yi—yo)-'^i(y—yo^—^o(yi—y) _ ^(yi—yo)—Ufi+^i)(y-yo)—^o{yi—y) 
iyi + ^i) — {yo + ^o) ~" (yi + «i + ei) — (yo + ^o) 

dovrebbe essere 

y — yo = ^o — a, 

e questo è impossibile perchè, come si è osservato, y — y^ è almeno 
eguale a 1, mentre Oq — a è sempre inferiore a 1. Dunque /, , supposti 
a ed flo qualunque ma fissi, avrà il suo massimo valore eguale a quello 
che si ottiene facendo ai = — 0,5 e il suo minimo potrà differire di una 
quantità piccola finché si vuole del valore che si ottiene facendo ^i=-4-0,5. 
Vediamo finalmente come varia li al crescere di «o- i" questo caso, 
supposti, al solito, a ed Oi qualunque ma fìssi, tanto il numeratore 
quanto il denominatore della frazione decrescono, ma è facile vedere che 
decresce anche la frazione stessa. Infatti, indicando con e^ un accresci- 
mento qualunque, ma positivo, attribuito ad ^o, si avrà sempre 

a(yi--yo)—^i(y—yo)—^o(yi—y) ^fyi— yo'j— ^i(?/— vo '— f^o+goV.Vi— y) 
(yi + «i) — (yo + «o) iyi + «i) — (yo + ^o + eo) 

perché questa diseguaglianza equivale all'altra 

yi — 2/ >« — «!, 
e questa é sempre verifìcata, perchè, come si è osservato, t/i — y è al- 
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1. Quindi, come 

nel caso precedente, supposto a ed ai qualunque ma fissi, li avrà il suo 
massimo valore eguale a quello che si ottiene facendo ao = — 0,5 e il 
suo minimo potrà differire di una quantità piccola finché si vuole dal 
valore che si ottiene facendo ao = + 0,5. 

§ 6. — Da quanto precede risulta che li sarà sempre minore del valore 
che si ottiene dal secondo membro della (1) ponendo a=-f-0,5, ai= — 0,5, 
nQ = — 0,5, e sarà sempre maggiore del valore che si ottiene dalla 
frazione stessa ponendo a = — 0,5, ai = -\'0,b, ai = -|-^»^> potendo 
però differire dall'uno e dall'altro valore di una quantità piccola finche 
si vuole. 

Ma, ponendo ai = ao, la (3) si riduce a 



(4) /.= 
quindi si conclude che 

(5) h < 



Vi — yo 



(a?i — Xo)j 



1 
3/1 — i/o 



{Xi — Xq), 



e che questo limite è inabbassabile. 

Abbiamo supposto che tutt'e tre differenze y — yo» J/i — j/i Vi — yo 
siano positive, ma ora è facile vedere che i risultati precedenti non cam- 
biano se tutt'e tre queste differenze sono negative, perchè nella frazione 
che figura nel secondo membro della (3) cambiano segno i coefficienti 
di a, ai e ao, ma cambia segno anche il denominatore; dunque la (5) ò 
sempre vera. 

Esempio. — Sia 

Xo=l , ^0 = 2,33 , ao = — 0,00500 
1/ =4,39 , a = + 0,00499 
ari = 2 , 2/1 = 6,46 , ^i = — 0,00500; 

dalla (2) si avrà subito 

a?=I + ^4T= 1.498789... 
'4,13 

mentre coi valori esatti di Vo, y^ yi si avrebbe 



onde 

E la (5) dà appunto 



2,06999 
;, = 0,00241 



I 



Xi<jy3 ossia Xi< 0,00242.. 
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Ossbrvazionb I. — Sa oltre che delTerrora a ai tiene couto anche 
dell'errore ò (g 2), invece della (5) si ha evidejiteuieate 



(6) 



1 4-ft 



Osservatone IL — Neirtìsempio precedente ai è c&lcoUto il valore di x 
con un nnniero di cifre esagerato, per meglio coufeniiara i riunitati pre- 
cedenti: mu, per non a vero uua appiosaimasione ilt uxoria, bastava fer- 
marsi alla terza cifra deoimale (^), 

§ 7* — Air errore (^ nepptir gì aooenna negli ordinari trattati di Tri- 
gonomefria^ mentre uivece Terrore i^ è apeaao preso in eonside ragione 
per giuatiticaro la preferenza che, nel fa ricerca inversa, si stabilisce do- 
versi LJare al logaritmo della tangente, rispetto al logaritmo del seno o 
del coaeno. 

Il Skkret (**) suppone a-\-ò<ZÌ e trasiiiira espliciiaìnente g\\ errori 
a^ ed ai, e allora dalla (S) si ha immediatamente 

!,<-— — -Ui — .Co). 
,Vi — i/o 

La stesaa ipotesi e la stessa coutilasione ai trov^a in tiitti ì trattati, nei 
quali) per Tacce nnuta n^gione, si considera /i \ReiiièrEj F, J., Bhiot et 

BOQL'ET, P[Cl[OT, YaCQUANT,....). 

Fanno eccezion e j che noi au|ipiamo, solo il Db CoMnERousSE (***) 
e il Besso ^****). Il primOy riportando un ragionauie:ito fatto dal 
ViBiLLB (+*^^**ìj arriva pure alia (5)^ ma supponemìo a — a^ a ai — o^ 
minori, in valore aasoUito, di 0,5, ipotedi evidentemente inammisaibile, 
potemlo invece tanto a — a^ che Oi — {r^^ lìiff^rire da I meno di una 
quantità piccola Huchè si vuole. Il Hesso partendo dalia (3) invece che 
alla (5) arriva, nelle nostra ipotesii alTaltra 

risultato al quale, con un nigionaineuto più breve, uni pnre giungem- 
mo (*'*) eolie dà un lìmite supeiiore juaggiore i]i quello dato dalla (6)* 
£ accenneremo finulmentti aiiche a quanto trovìisi nella pregievole 
iutrotluzione delTHouRL alle bellissime tavole dello Schron (^**), Ivi, 
invece della (3), si ammette che sia 



a) 



/i — — — rt — ffjj 1 — — ^1 — — j I 

ih — y^\ \ Vi — v^^ ih — yù ì 



I*) V. il g 17 é^W'^A^p^iuìité^ ciUU. 

{***) Cours dà MafhJmatifiue*. .Ed. tiauthief-VfJNirft, Parigi, IH»;!, L il, ptg. tì4i).J 

^****ì Etiméttii rfi 7%'iffonDmettif t*i"ttii. ^Kd, Lvaiicliar, L^hO, pig. lutir) 

(**'•* Thi&iU génh'&h tft^ arprùi:itntiitiùHiK iuuiuriqnt. Ed. iJuliet Bncbelicri Fftrkt IS^i» p>j^. 3Ci 

(t#j V, n I 2^ deir "^ Appendice , piii tóIU cià*Li. 
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e allora si arriva immediatamente alla (5); ma la conclusione non è ri- 
gorosa, essendo la (7) vera solo approssimativamente. 

Concludendo: la (6) è vera tenendo conto di tutti gli errori a, ^o 
ed ai e il limite che essa fornisce è inabbassabile; e noi crediamo questo 
risultato nuovo e (specialmente pei casi in cui la diflFerenza tavolare yi — ^o 
è piccola) praticamente importante. 

G. Pesci. 



Snlla minìina distanza di dne iperspazi 



È noto che date due rette sghembe dello spazio ordinario, esiste 
sempre un segmento compreso tra esse, e uno solo, che è perpendi- 
colare ad ambedue e minore di tutti gli altri: nella presente nota è 
mio proposito far vedere geometricamente, (*) che il teorema vale 
anche se alle due rette dello spazio ordinario si sostituiscono due 
spazi duali Sk, Su_k-i dello spazio a n dimensioni Sn. La dimostra- 
zione di questo teorema non differisce gran che da quello che si dà 
per le rette sghembe dell' Sa; è utile per questo, a fine di non com- 
plicarla troppo, premettere alcuni teoremi generali. Essi sono una 
naturale estensione di altri, noti nella geometria dello spazio ordinario, 
e quindi credo opportuno ometterne le rispettive dimostrazioni. 

a) 1. Se un Si è perpendicolare a due spazi Sk ed S„-k-i in un So 
che essi abbiano a comune, è pure perpendicolare airSn_i che essi 
individuano ; 

2. se un Si è perpendicolare a un Su-i, è pure perpendicolare a 
tutti gli spazi di dimensione inferiore contenuti in Sn-i e passanti 
pel piede di Si. 

^) 1. Dato un Sk e un Sk-i {l ^^ giacente o no in Sk si può sem- 
pre condurre per Su_i un S„-i perpendicolare ad Sk; 

2. se Sk-i non giace in Sk, TSk-i sezione di Sk con S„-i, si dice 
proiezione di Sk-i su Sk, ed è il luogo geometrico dei piedi degli Si 
perpendicolari, calati dai singoli punti di Sk-i su Sk. 

Y) Se da un So si cala V Si perpendicolare a un Sn_i , il segmento 
che congiunge S© col piede di questa perpendicolare è la più corta 
distanza di questo So dall' Sn-i. 

0) Per un So si può sempre condurre un S'k parallelo ad un Sk dato, 
e) Se un Sk è parallelo a un S'k di S„_i o è parallelo a questo S„_i 

giace in esso. 

1) Se un Sk è parallelo a un S„-i, ogni Sk+i, per Sk e per un punto 
di So-i sega S„_i in un S'k parallelo ad Sk. 



{*) Per quiinbo riguarda la trattazione analitica del problema vedi per esempio il Iordan, Ea»ai 
tur In geometrie à il dimensiont. Bull., Soc, Matb., de France, III. 
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x) L Se due Su SV sono paralleli e il primo ha a comune con 
im Si. im Sn4.t-» Ui^k^n), anche il secondo avrà a comime con Su 

2. se Sii è inoltre perpendicolare ad Sk, e perpendicolare anche ad S\. 

X) Due spazi Su S'^ paralleli a un terzo S"t sono paralleli fra di loro. 

[i) Un Sh e un 8k paralleli, sono ovunque alla inede^irim distanza* 

Ciò premesso j passiamo alla dimostrazione del teorema. 

Siano in S„ due spazi S^ ed fy„-^-i indipendenti, che non abbiano 
cioè alcun punto in comune. Si prenda in S„^t^i un punto e per esso 
8i conduca VS\ parallelo ad Sk [51- Questo SV unitamente air8„.k.i. 
determina un S.^-i parallelo alTSt [i]. Per Sk si conduca [3,1/] TS^-ui 
perpendicolare airSn-i: esso iiicontrerà detto S„-t in un S"i; ['.]- Es- 
sendo paralleli 8\ ed S"u [XL S\ ed Sp-^-j hanno un punto comune 
[x, 1.1. Sia A questo punto; per A conduciamo TSi perpendicolare 
[% L] ad S,_i; esso risulta perpendicolare a S'V {%, 2.] e quindi in- 
contra Sk perpendicolarmente [/., 2.1 in nn punto B. Abbiamo cosi 
trovato un segmento AB perpendicolare ai due spazi Sk S^^k-!^ Dico 
che eli t^li segmenti non esiste che questo: infatti ogni altro clie 
godesse di tale proprietà, essendo perpendicolare alTSk intersezione 
di S,..i coirSj,^! contenente TSk dato e questo segmento [il [x, 2,], 
lo sarebbe pure ad S,,-i [%, 1.] e quindi giacerebbe in Si^+i [p, 2J ; 
dovendo poi incontrare S„^k^i non potrebbe essere distinto da AK. 
Adesso non ci resta che far vedere che AB è la mìnima distanza 
dei due iperspazi dati, cioè che è il piìi breve fra gli ^''^^ segmenti 
che congiungono un punto qualunque di Sic t^on nn altro pure qua- 
lunque di S„^k_i- E invero, se Bi e A^ sono punti di Sk e dì tì,,,^,! 
rispettivamente, e distinti da B e da A, detto Ai il piede della per- 
pendicolare calata da Bi su S^-i \p, 2\ sarà Ai Bi minore di A^ Bi [y]: 
ma Al Bi è uguale ad AB, [pi, dunque AB è minore di Aa Bi. 11 
teorema è così dimostrato. 

NeirSi avremo da considerare la minima distanza tra un S| e 
un Sa, neir S^ quella fra un Si e un Sa e quella tra due S^. In generale 

fi — .2 
neirS,, avremo da considerare - — :^ — minimo distanze se n è pari, 

ed — ^ — se n è dispari, non occupandoci di quello tra un So e un Sa_i , 

tciò che è già contenuto nei teoremi [3- 1.1, fatto A* = ^ = n— 1. e [y], 
È chiaro eli e se si dovesse trovare la minima distanza in vS„ di 
J due iperspazi Si, ed Sk tali che fosse k^k minore di n — ì, baste- 

i rebbo prendere per spazio ambiente V Si^^-v+i da essi individuato e 

ripetere il ragionamento precedente ponendo k-\-k + l al posto di n. 
TI caso di h-\-k maggiore di n — 1 non ofiFre alcun interesse per noi» 
avendo allora i due spazi Sn ed Sk almeno un So a comune. 

Pisa, maggio 1902. 

i Enrico Piccioli. 
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GENERALIZZAZIONI 

riguardanti la Divisibilità dei numeri e la Teoria delle frazioni 
decimali periodiche 



I. 

Divisibilità. 

I. Un notevole criterio di Divisibilità dovuto al Ch."*<> prof. G. Loria 
si può enunciare nel seguente inodo:(*) 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè un intero N scritto nel 
sistema di numerazione decimale sia divisibile per un intero a primo 
con 10, é che sia divisibile per a la somma dei numeri ottenuti separando, 
finché è possibile, le cifre di N in tanti gruppi di m cifre ciascuno co- 
minciando da destra, ni essendo un intero che verifica la congì'uenza 10™= 1 
(mod a). Il numero m, per il teorema di Format generalizzato, esiste e 
perciò il criterio è generale. 

Questo criterio si può estendere facilmente ai numeri rappresentati in 
un sistema di base qualunque g^ mediante le osservazioni seguenti, dalle 
quali appare come esso dipenda solamente dallo stesso teorema di Fermat 
generalizzato. Infatti supposto l'intero positivo N scritto nel sistema di 
numerazione a base <7, si potrà porre ed in un sol modo, 



N = ao + ^ . «1 + ^\ «3 + . 



«k 



dove le a^^ cifre del numero, sono minori di ^ ed a^ è diverso da zero. 
Indicato con X un intero indeterminato, si aggruppino i termini del se- 
condo membro a X a X cominciando da aoi se poi si pone 



si ha 



'^Q^=^ek■^raQ),^\,g■\-aQ).^2^g^+^>^+a^).J^a^\yg^-^ (p=0, 1,2...) 

N = No,;. + ^^.N,.,-f (72^.N2,;. + ... 



(1) 

Ora detto a un intero positivo primo con g^ si può assegnare al- 
l'indeterminata X un valore m per il quale si abbia ^"* = 1 (mod a)\ 
ne segue 

^2m= 1 ^ (73"«= 1, . . . (mod a) 

e dalla (1), dopo avervi sostituito m a X, si ricaverà la congruenza 

N = X,n. + N,.™ + N,.„ + . . . (mod. a) ; 



{*': LoBlA, Carattere di Divigibiììtà per uh numero intero qualunque. (" Rendiconti delU R. Acc. 
dei Lincei , 1901 e " Il BoUettiDo di Mateni. , diretto dal Dott. Alberto Conti, gennaio-febbraio 1902.) 
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ma i termini del secondo membro non sono altro che i numeri ottenuti 
separando le cifre di N in gruppi di m cifre ciascuno cominciando da 
destra, quindi V ultima congruenza esprime il criterio enunciato esteso 
alla base g^ come ci eravamo proposti. 

2. Può accadere che esista un esponente (o per cui si abbia ^^= — 1 
(moda); in tale ipotesi si deduce 

g2a,= 1^ ^3a,= _ 1^ giio= 1^ . . . (mod a), 

e quindi se torniamo a considerare Tuguagliauza (1) e si muta l'inde- 
terminata X in (I), si ricaverà subito 

N = No.a, - Ni,.. + N2.a, - N3.a, + . • • (Oiod a) 

onde il numero N sarà divisibile per a quando, e solo quando, è divisibile 

•per a la somma alternata dei numeri ottenuti separando le cifre di N 

in gruppi di to cifre cominciando da destra. (*) 

Osservazione. — Se a è un numero primo e ^ è non residuo quadra- 

. . — , . . =a — 1 

tico di a si ha, come è notissimo, g ^ = — 1 (mod a), quindi o) < — ^ — » 

onde il precedente criterio è applicabile a tutti i numeri primi di cui g 
è non residuo quadratico. 

3. Teorema di Plateau generalizzato. — Ogni numero a primo colla 
base g di un sistema di numerazione, ammette nel sistema stesso un mul- 
tiplo della forma 111 ... 1. (**) 

Infatti discende dall'ipotesi che i due numeri g^ (g — \)a sono primi 
tra loro; quindi si potrà determinare un esponente m che renda ^™ — I 
divisibile per il prodotto (g — l)a. Ma poiché 

il fattore che è nella seconda parentesi dovrà essere divisibile per a\ 
ora tale fattore è appunto un numere di m cifre uguali ad 1 nel sistema 
di base g^ quindi il teorema è dimostrato. 

4. Sia -::- «1 : «2 ' ^8 • • • • ^n • • • una progressione geometrica illimitata 
a termini interi e positivi. Se g è il quoziente costante si ha ari^= aiq'^-'^ ^ 
e poiché «n è intero per qualunque valore di w, anche q è necessaria- 
mente un numero intero. Ciò posto se indichiamo con a un intero po- 
sitivo primo con q e con s^. 1^ 1^ somma dei primi n termini della 
progressione dico che si potrà assegnaì'e ad n un valore tale che ?„ 
risulti multiplo di a. Indichiamo infatti con d il massimo comune di- 
visore dei numeri a, Oii affinchè si verifichi quanto abbiamo affermato 

è necessario e sufficiente che 1 + S' -j" • • • "f" (/""' ^^*^ divisibile per — 
ovvero (moltiplicando i due termini del quoziente per q — 1) che j" — 1 



r«) V. LORfA, 1. e. 

^»») V. Loria, 1. e. 
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si incontra il resto a — 1; ne segue che co non può superare m, ma sic- 
come nella ipotesi di (o = m si ha simultaneamente ^**' = 1, ^**' = — 1 
(mod. a) e quindi a = 2, (♦) cosi, e5c/t/«o quest'ultimo caso, sarà (i)<w?. 
Ciò posto da g^ =. — 1 (mod. a) si deduce 

rQg"* = a — ì'q (mod rt) ; 

ma poiché si ha anche per quanto precede, 

Vco-i g = ng"^ = i\o (mod fl), 



si dedurrà 



?'w = ^ — Vo 



e quindi tra gli m 7'esti di /ferenti dell'algoritmo (!') /'(o*'**™** è appunto 
a — t'o. 

Reciprocamente se tra gli m resti delle (1) se ne incontra uno r^ = 
= a — Vq avendosi anche 



si dedurrà 



ossia 



rog"^ = rco-i g = ro, (mod a), 

r^g^ =a—-ro (»no(ì at), 

g"^ = — 1 (mod a), 



e quindi esiste o). Riassumendo si ha: 

Teorema. — 5^ g, a sono due numeri primi tra loro, la condizione 
necessaria e sufficiente affinchè la congruenza g^ = — 1 (mod a) sia pos- 
sibile è che una delle m divisioni (T) dia il resto a — r©: quando ciò si 
verifica, l'indice co di quel resto (cioè il numero delle divisioni eseguite) 
è il minimo valore delV esponente per cui g*" = — 1 (mod a). 

Da queste teorema, ricordando che ro è uno qualunque tra i ^ {a) 
numeri minori di a e primi con esso, si deduce: 

Corollario. — Se r,,, r© sono due numeri dati minori di a e primi 
con esso, e se il resto o)™® deiralgoritmo (1') (corrispondente ad ?*o) è 
a — 7'oj anche il resto o)"" dell'algoritmo, 

r'og = tic't + r'i , rg = ac\ + r^ , . . . , 

corrispondente ad r'o, sarà a — r©. 

Osservazione. — Nella ipotesi che sia possibile la congruenza g^^ 
— 1 (mod a), torniamo a considerare i numeri o), m, già definiti; aven- 
dosi ^<» = — 1 (mod a), sarà g^^ = 1 (mod a), quindi 2(o è multiplo di m] 
ma è, per quanto precede, xù <,m quindi si concluderà che se esiste co 
sarà m = 2a). 



(*) Sieeome in questo caso g e disparì, perchè primo con 2, sarà m = m = l. 
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termini come quello dei resti. Ciò posto dalle prime n relazioni (A) dopo 
averle divise rispettivamente per ag^ ag^. . . . ag^ si ricava 



ro 



^ li _L 1^ _I _1_1E._1_L!L 

n — /f ' ^a "T • • • i- ^n -h n ' 



e poiché — <C 1 ed w è arbitrario, avremo anche 
a 






1 n 



1 ^" 



Diremo la serie del secondo membro ppriodica semplice di base g (*) 

generata dalla frazione — ; la somma dei suoi primi n termini è dunque 
a 

approssimato ad — a meno — per difetto. Ricordando poi che tn è un 

divisore di ^(a) potremo concludere inoltre che il numero dei tei^iini 
periodici è un divisore di qp(a) e precisamente V esponente al quale appar- 
tiene g rispetto al modulo a: tale numero è costante per tutte le frazioni 
irriducibili di denominatore a. 

7. Per esprimere — in funzione di ^ e dei termini periodici si molti- 
plichino le prime m delle (A) rispettivamente per ^""S ^"*"'j ... 1 ; addi- 
zionando le relazioni ottenute si deduce 

a g^^—l 

Poiché sostituendo g — 1 agli m numeri e il secondo membro diviene 1 
mentre il primo é minore di 1, si concluderà che gli m termini perio- 
dici C1C2 . . . Cm non possono essere tutti uguali s g — 1. 

8. Supponiamo ora data una periodica semplice 

nella quale i termini periodici did^. . .dfi sono minori di g ed uno almeno 
è minore di g — 1 si vedrà, reciprocamente che essa ammette la generatrice 

dig—^ + d^g-'^+.^.+du 
gf' — 1 

Infatti questa frazione è minore di 1 ed ha il denominatore primo 
con g] inoltre applicando ad essa, e anche alla frazione irriducibile equi- 
valente, il procedimento (A) si genera appunto la periodica data: quindi 
ogni periodica semplice ammette una generatrice im^iducibile che ha il 
denominatore primo con g. 



(*) Intendendo g come base di un sistema di numerazione, i numeri ce sono di ina cifra e la 
frasione — ha per rappresentazione 0.ci<^... 
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PROPRIETÀ DEL NUMERO DEI TERMINI PERIOD 

9. Per indicare che tutte le frazioni irri 
(N primo con g) generano periodi di K termii 
che il denominatore N genera K. Ciò premi 
un numero primo con g^ sapponiamo che s 
fattori ò, e, d primi tra loro due a due; all< 
rispettivamente m , mx , m^ , . . . sarà m il k 
numeri mj , m^ , m, . . . (*) 

Infatti avendosi per ipotesi 

^ini= 1 (mod b) , g^*= 1 (mo 

ogni multiplo comune agli esponenti m^ mt, i 
è un valore deiresponente che verifica la c( 

g^=l (mod b .e .d . . .) oss 

perciò m è il minimo multiplo comune di 
affermato. 

I numeri b, e, d, . . . si possono suppoi 
fattori primi distinti del denominatore a, q 
numero dei termini periodici generati da ur 
ricondotta al caso in cui il denominatore è 
un numero primo p non contenuto in g. In ti 

Lemma. — & p« genera m e p«+i un 
sarà n = mp. 

Essendo infatti 

gm = i /oQQ^ pa J^ ^"^ = 1 (mod J9«+l) 

sarà n=^mX con X maggiore tH 1. Ma 

gmX^ 1 = (^m _ |) (^«(A-l) ^ gn 

e poiché il primo membro di questa uguagl 
mentre |)<> è la massima potenza di p che 
secondo membro, sarà la somma entro l'ultiii 
ma avendosi per a? qualunque ^™*= 1 (modjp 
e sommando si trae che la predetta somma ( 
e perciò il minimo valore di X che la rend 
diverso da zero) è appunto p come si dovev 
Indichiamo ora con v il numero dei tei 
denominatore primo p (rispetto a g). Ciò si 

^^ = 1 (mod p); 



(*) V. BiRTRAVD, Aritmètica (Tradozione di GioTanni ] 
cifre del periodo nelle frazioni deeimali periodiche , (Ptriot 
zioni decimali periodiche , {Periodico, Anno II.) 
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ma, indicando con ìi un numero iiiaggiare di 1^ può accadere cbe ei 
abbia anclie 

ed allora m6 p^^ è la uiaseima jìoteriKft di p per cui ha luogo ruUìina 
liotigrueuza, i denominatc^ri p, p^^ . , . p^* genereranno tutti v termini pe- 
riodici, mentre _p^+* ne genererà yp. Ci 5 poeto ai La : 

Teore.ma. — Se i denmn ina tori p, p** . * p^* gencìmno, rispetto aìlo 
base g, il ntedesimo vìfmero v e ji^'-^^ wt mimerò differente, p^'-^* ^etie- 
vera vp\ ecceittmio il caso m cui si ha simultaneamente p = 2 e h ^ L 

DiMoaTkAKKJNE. — Dairijmtesi a dnl lemma discende che p^f ;>^+S 
generano riepettivameiite Vt v;?: il teorema a usa iste dunque, pei deno- 
minatori p'\ ^'+1, Per stabilirlo in generale provejemo che anssiBte 
per 1?^*+^ supposto che sia vero per jg'*+*-i^ jp^+t ^ essendo t uguale o 
inafrgmre di 1; e poiché coni ai viene a supporre che 3^**+* genera yp\ 
basterà, per il lemma premeMMO, provare che p^^^-^^ genera un numero 
dififereute, ossia che la dififerenza 

von è divisibile per p^^^K Ma siccome si ha 

ed il primo fattore del secondo membro è divisibile per 1^^"^'^^ ma noìì 
|ìer una potenza di j> di maggior grado^ si dovrà dimostrare che la sormiìa 
entro fui tini a parentesi non è divisibile jìer j}^. A tal fine consideriamo 
le p — 1 differenze 

a eaasa dell'ipotesi esse sono divisibili per j)ii+t-i ^a non per j>^+*, per 

ciò posto 

A, = j]b+t Q^ _^ R^ con R, < |jh+t, 

ì p — 1 resti E„ saranno diversi da aero e multipli di ^fc+t— i j inoltre tali 
resti sono tutti differenti poiché, indicati con «, s, (w !> j) due numeri 
inferiori a p, si ha : 

A. — A„ = ^l'P^-^tp-u) j;^.p^-Ua^.)_ 1]^ 

e siccome (per le ipotesi) il primo fattore del secando membro non con- 
tiene Pj ed il secondo fattore non è divisìbile per p^^^ perchè T esponente 
di ^ è minore di ypK la differenza A^ — Au i^on è divisibile per ;)*'+* . 8i 
deduce che i /) — 1 resti R„ dovranno coincidere, prescindendo dalTordinej 
coi numeri 

Ma avendosi 
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si dedurrà 

ed anche, poiché h, t non sono minori di 1, 

^vpt-l (p_i) _|. ^vp*-» (p-2) _^ . . . _j- 1 = i?L 

Orà se il numero primo p è dispari il uu i 

di p' qualunque sia h; se p = 2 sussiste h 
Bia /i > 1, non potendosi escludere, per ipo i 
il primo membro dell'ultima congruenza divisi 
il solo caso espresso nell'enunciato del teoi ! 
voleva. 

IO. Quando p è un numero primo dispar , 
termina in tutti i casi il numero dei termi n 
potenza qualunque di p: ma resta da completai i 
Intanto pel teorema stesso sappiamo che quali i 
{p = 2 incluso), se p^ genera v e p^^ un n 
j}»»+* ne genera vp* quando è h^l. Ciò pi i 
poiché g e primo con p, sarà ^ un numero 
due forme 4n+l, 4r» -f" ^ • 

1^ Sia ^ = 4n -(- 1 , allora si potrà por 
ed n dispari, onde 

g=l (mod 2^) ma non (u i 

ne segue che i denominatori 2, 2^ . . . , 2^ gè : 
mine e 2**+* un periodo di 2* termini per i 
quindi detto X un intero indeterminato non i 
in X si potrà concludere: Se g è della fàìinc 
genera 2^-^ termini periodici, essendo h Vespo 
dì 2 contenuta in g — 1. 

2*.. Sia ^ = 4n + 8; sarà g = l mod 2) i 
tesi rispetto a g corrisponde dunque al caso 
ragrafo precedente); ma è 

^«- l = 8(2n'' + 3n 

quindi detta K la massima potenza di 2 conte: 

inferiore a 3 e 

^'=1 (mod 2^') ma non (u 

perciò il denominatore 2 genera 1 termine, 2' 
e 2*»'+* ne genererà 2.2^ = 2*+^ (giacché h' 
tiamo ancora con X una indeterminata non in 
in X si concluderà: Se g è della forma 4n + 
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rerà 2^— '>'+i termini periodici, essendo h' l'esponente della massima p<h 
tenza di 2 contenuta in g* — l. 

Casi particolari notevoli. — a) Il primo dai due ultimi teoremi 
è applicabile supponendo ^ = 4 (2n + 1) + 1 = 8n + 5; ma essendo 
allora ^ — 1 = 2* (2n + 1), ® h = 2 e 2^-h = 2^-» per qualunque valore 
di n ; onde 2^ genera 2^-^ termini periodici rispetto a tutte le basi della 
forma 8n + 5. 

b) Il teorema ultimo è poi applicabile prendendo g=zSn-{'S; ed 
essendo allora ^* — l = 2*(8n*+6n-}-l) si 1** por qualunque n, A' = 3 
quindi 2^-^'+* = 2^-2^ perciò 2^ genera 2^-2 rispetto a tutte le basi della 
forma 8n -^ 3. Riassumendo si ha : 

Le frazioni irriducibili di denominatore 2^ , dove X è un intero mag- 
giore di 2, generano costantemente 2^-« termini periodici rispetto a tutte 
le basi delle forme 8n + 5» 8n + 3. 

II. Tornando ora a considerare il denominatore primo dispari p, si 
possono ricercare le basi rispetto alle quali esso genera un numero pre- 
stabilito V di termini periodici. A tal fine, supposto come è necessario 
che V sia un divisore di ^(p)=p — 1, osserviamo che le basi cercate 
debbono appartenere all'esponente v (§6); ma ò noto che se v è nn 
divisore arbitrario di p — 1 esistono 'p(v) numeri incongrui (mod p) che 
appartengono a v? quindi potremo concludere: se >f è un divisore qua'- 
lunque di p — 1 esistono qp(v) basi incongre (mod p) tali che il periodo 
generato dal denominatore primo p consta di v termini. 

Per avere un sistema di tali basi incongrue, supposta nota una qua- 
lunque che diremo g^ basta fare le ^ (v) potenze g^ dove a assume i ^ (y) 
valori inferiori ave primi con esso, od anche prendere i loro minimi 
resti positivi rispetto a p. Se gì, g^ 
gressioni aritmetiche illimitate 

^n, gn+Pj gn + 2p,. .. 

conterranno tutte le basi cercate. 

Supponendo in particolare v=p — 
basi incongrue rispetto al modulo p per le quali le periodiche semplici 
generate dalle frazioni di denominatore p, hanno un periodo di p — 1 
termini. Tali basi sono le radici primitive del numero primo p. 



. gtp sono tali resti le ^(v) pro- 
(n=l,2,...,9(v)) 
1, si trae che esistono f (p — 1) 



PROPRIETÀ DEI TERMINI PERIODICI. 

12. Biprendiamo a considerare i due numeri a e g primi tra loro, 
e sia — una frazione propria irriducibile di denominatore a. Svilup- 
pando — in serie periodica semplice rispetto a ^ si ha come abbiamo 
veduto 



^ fL _L ^_L_ 
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13. Reciprocamente si ha : 

Se una /'razione irriducibile — genera, rispetto a gun numero pari 2oi 

a 

di termini periodici, e se inoltre la somma di due termini che occupano 

lo stesso posto in ogni semiperiodo è costantemente uguale a g-^l il re- 

sto 0)™® delV algoritmo (2) sarà a — Tq. 

Infatti, essendo per ipotesi nelle (2) m = 2ct)} ed inoltre 

le stesse uguaglianze (2) divengono 

ro<7 = aCi + n, ri<7 = acj + r8, . .. , ra,-i r/ = aco, + ^ « , 
r^g = a{g— 1 — Ci) + ^'«+i» ^ «+1 ^ = a (</ — 1 — e,) + »'a>-i-2 , . . . , 

?'2a>-i g = a{g'—l — Cc^) + ro- 

Sommando ogni relazione della prima linea colla corrispondente nella 
seconda si trae 

ff {^0 + r(o — a)=ri + ro,+i — a,g {ri + ra,+i —a) = rg + ra,+2 — fl, . . . , 

g ('«+1 + ''2o>-i — fl) = ^0 + ^'co — «j 

e quindi, moltiplicando membro a membro, sarà 

g"" (r© + ro, — a) (ri -|- r^o-i-i — a) . . . (ra>-.i + r2a,-.i — a) = 

= fn + ? «+i — à) (^a + ^«0+2— flt) . . . (ro + ra,— ay 

I fattori del secondo membro sono tutti anche nel primo ove si ha 
di più il fattore g'^ che è maggiore di 1 ; è perciò necessario che almeno 
uno di quei fattori sia nullo e quindi, a causa delle uguaglianze precè- 
denti, saranno nulli anche tutti gli altri : in particolare sarà 

r© + ro) — a = ossia rto=a — r© 

come dovevasi dimostrare. 

14. Per il teorema del n. 5 la relazione 7*0} = a — r© ha luogo quando 
è g'^ = — 1 (mod a), ed allora soltanto; quindi dagli ultimi teoremi si 
dedurrà anche che rispetto alla base g, generano un numero pari di 
termini periodici colle proprietà vedute (II) tutte e sole quelle frazioni il 
cui denominatore & è un divisore della forma g*^ + 1, 2 escluso: in parti- 
colare tutte quelle frazioni aventi per denominatore un numero primo p 

di cui g è non residuo quadratico^ giacché è allora ^ =* = — 1 (mod p) 

, p — l 
e quindi esiste un intero o) non maggiore di — - — per cui si ha 

g"^^ — 1 (mod p). (*) 



(*) Cfr, Bettixi, 1. e. 
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sono diversi dn r^^ e sì ha ancora r^-f-i differente da t'a^i] dunque i due 
reati r.^^!, ra-\-k sono in ogni caso differenti. Ma avendoai par ipotesi 

ìe (5) conaiderate dftUa (-jj^aimi [^ p^ì g[ potranno disporre come segue 



ed eaatìudo co ine abbiamo visto Ta^i diverso da r^+i si dedurrà^ con un 
ragionamento identico a quello del n. 6^ che la successione ÌIUmitEita 
di restì 

è iuflefiriiramente cresoetite o decrescentOj il che è assurdo. 

Ciò prova quanto abbiamo affermato. In particolare si deduce ohe la 
ttncceBsione dei quozienti considerata da Cm^ì in poi non contiene alcun 
periodo con un niìmero di termini minore di |i : d'altra parte tiemmeiao 
sulla aucceaaione illimitata c^ c*a, C3,.»puó eaistere nn periodo Cf{ c^i|.»c^+r 
di i!0i il priiao indiue ^ sia minore di ^-j-l. Iiifatti ìa tale ìptìtesi si 
ha 3 — l<s, quindi ?V— i, etìsenJo tra quei resti che non si riproducono 
od eguale ad r^^ è differente da r^-^f» onde con uti ragionamento iden- 
tico a quello già fatto hi giungerebbe al risultato assurdo dì nnm sue- 
cesaioua illimitata di resti iudefinitainente cresi^ente o decrescente. Riaa- 
anuìendo possiamo concludere ohe «e Jj s -[" t*- ^^"^ 6^^ indici dei ju^iini 
due reati ngtmli nelle (5), il periodo (periodo irriducibik] è necessaria- 
mente fn rinato dai p. termini e^^\ ^ c^^t i * ■ - <^m^ff '■ il gf i^ppo Cj Cj . - ^ e» 
è l'antipe riodo, 

16. Iiidicaado con n un intero qualunque si ricava subito dalla (5) 



e quindi 



-A ^^ ZL 1 ii^ j_ 



I ^11 t ^ 
' "*" £r^^ "^ a 



ti'' 






»f 



La serie 2 ^ è la peri di^^a mista di base g^ generala mediante le (5) 

dalla frazìoae irriducibile — , quando il denominatore ha fattori primi 

di g ed altri non contenuti in g. 

!?• Determina::ione dei nuweri s^ p., 

1^ Per determitiare il uumoro ^ dei termini antiperiodiei riprendiamo 
a considerare le relazioni : 

7\gT=acj^ + ri , r,g =^ ac^ + r^, » . , r._i g=ac^-\- ?\ , r^g—ac^^i -f r,^i , . . . . 
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Risulta da queste, e da quanto precede, che anche le s — 1 fra- 
zìodì — , — , . . . -^^ generano rispettivamente delle periodiche miste 
aventi per antiperiodi (cg Cg . . . Cg) , (cg C4 . . . Cg) . . . , ed il periodo co- 

mane c.4.1 , . . . Cg-i-a della frazione — , mentre — genera una periodica 
semplice del medesimo periodo. 



Ne segue che -^ è la prima tra le frazioni — , — , < 



che 



ridotta ai minimi termini avrà il denominatore primo con g] e quindi se si 
indica con Cq il massimo divisore comune ai numeri Tq, a il valore cercato 
di s sarà il minimo valore di n che rende a : §n primo con g (n. 8). 
lila poiché è ro^°=rn (mod a) il numero Sn © pure massimo divisore co- 
mune dei due numeri ro^°, a ed anch^ dei numeri ^°, a, essendo a primo 
con 7'o' 

Ora conviene esprimere Sn per mezzo dei fattori primi comuni ai 
numeri g^-a. A tal fine pongasi 



g = Y^^Y^^ 



Af A t 



dove X, Y, A sono fattori primi tutti differenti ed Aj , A2 . 
comuni. Poiché ò 

g^ = YjP»^ Ya^"* . . . Ai^n . Ag'» . . . , 



sono quelli 



e Sn 6 un prodotto di potenze di soli fattori A, il quoziente a : §n sarà 
primo con g solamente quando n è tale che si abhia 

6n = Ai^A,*. .. 

osdia per tutti i valori di n che rendono gli esponenti qpn , xn , . . . ri- 
spettivamente non minori di /", ^, . . . , E poiché il valore di s é il 
minimo di tali valori di n, potremo concludere: 

Teorema. — & a, g sono decomposti in fattori primi, ed i termini 
delle coppie (f, qp), (t, t),... indicano rispettivamente gli esponenti 
(massimi) di ciascun fattore primo comune, il numero s dei termini anti- 

Y 

periodici della frazione irriducibile -7, rispetto a g^ sarà il minimo tra 

a 

i valori di u che soddisfano simultaneamente le relazioni: 
9» ^ f, TU >. t , . . . . 

Esso è indipendente dal numeratore r^ , e dai fattori primi del deno- 
minatore a che non appartengono alla base g. 
Se in particolare si suppone 



9 = 1 = 



t 
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il numero s dei termini autiperiodioi e il minimo valore di n per cui si 
ha ad nn tempo 

n>^fy n >^t^ . . , 

e perciò è uguale al maggiore degli esponenti /*, ^, . . . . Quindi 

Se i fattori primi comuni al denominatore a ed alla base g sono con- 
tenuti in g alla prima potenza, il numero dei termini antiperiodici è il 
massimo tra gli esponenti che qicei fattori primi hanno nel denominatore a. 

2^ Da quanto abbiamo esposto risulta che il periodo della frazione — è 

r . . . . 

quello di —, e che il massimo divisore comune ai numeri 

pertanto si dedurrà 

fn fn ' Oh 

a ""Xi^'X^a...' 
quindi si può concludere : 

// numero dei termini periodici della periodica mista generata dalla 

frazione —, è uguale a qttello delle frazioni irriducibili aventi per de- 

nominatore il prodotto di tutti i fattori primi uguali e disuguali di a, 

non contenuti in g. 

Spezia, 12 giugno 1902. 

Alberto Tagiuri. 



i>iaao3L.E isroTE 



I. — Sopra un teorema della teoria dei limiti. 

Uno dei più importanti teoremi di questa teoria è, com'è noto, il seguente: 
Condizione necessaria e sufficiente perchè una successione y di infiniti numeri 
reali tenda ad un limite determinato e finito, è che, scelto un numero a positivo e 
piccolo a piacere^ possa determinarsi un elemento yo della successione, tale che per 
due elementi qualunque y', y" della successione^ successivi ad yo, si abbia 

(1) |y' — y"l<o. 

Comunico in quel che segue una dimostrazione di questo teorema, che per la 
sua brevità e semplicità, mi sembra degna di nota. 

Che la condizione è necessaria, si riconosce immediatamente: per dimostrare 
che è sufficiente, dividiamo tutti i numeri reali in due classi A, A' colla legge 
seguente: un numero a si porrà nella prima classe A, qi^ando, scelto nella suc- 
cessione un elemento qualunque yi, vi è sempre qualche elemento della succes- 
sione, successivo ad t/i, maggiore od uguale ad a: se invece tutti gli elementi 
successivi ad un conveniente elemento yi sono minori di a, questo si porrà nella 
seconda classe A'. Non tutti 1 numeri reali, si osservi, possono prender posto nella 
classe A; scelto infatti un numero o a piacere, e detto yo l'elemento corrispon- 
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Nel nostro caso 


è 


iv[z) = 


■f 


ed 
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Fi-r^ 

dx 


+ F. 


dx 
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hV 


+ F, 
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per 


modo che è: 











, dx dx 



"^ V(.) Fi' + F.' 






ÒF, ÒF. 



(3) 



Fi' + Fa* 

Ora il primo dei due integrali curvilinei che sono nel secondo membro della (3), 
si può porre sotto la forma 

rf{Fi« + F,«). 



e ponendo 
assume la forma 

e poiché 



Jr FicfFi+FarfF, ^ 1 f e 

' + F2' = 
1 fdB 



F.« + F,« 



F,' + F.« = e, 



/ 



dB 



= log(Fi« + F,V + const., 



integrando lungo il contorno chiuso e, il logaritmo aritmetico riprende lo stesso 
valore ai due limiti, ed è perciò 

Il secondo dei due integi-ali curvilinei che sono nel secondo membro della (3), 
si può agevolmente porre sotto la forma 

Fi(fFi — FtrfFj . ^ ^ , , , . . òFi dFj òFi òF, 

T^ , . T^ « — ricordando le note relazioni -:r— = ^r— , -r— = r— . 

Fi'H-Fj* òx òy òy dx 



f 

J(c) 



Si conclude adunque che 1* integrale del Kronecker, nel caso che Fi, Ft sieno le 
parti di una funzione di variabile complessa, non è altro che l'integrale del Caucby 
sotto altra forma; e così trasformato dà luogo alla domanda: * quale significato 
avrà tale integrale, quando le Fi, Fs sieno funzioni qualunque delle variabili reali 
X, y purché uniformi nella regione considerata? , 

A tale domanda hanno già risposto il Kronecker e il Picard, partendo da 
punti di vista diversi (Monastbericht^ der Berliner Akademie, Mftrz 1869; Tratte 
d'Analyse par É. Picard, T. 1, pag. 98-99); in questa nota a me interessava sol- 
tanto di rilevare due fatti: 

V che la formula del Kronecker, quando Fi, Fs sono le parti di una funzione di 
variabile complessa, si deduce immediatamente dalla foimula del Cauchy; quindi 
non rappresenta (0 contiene) un nuovo procedimento per la determinazione del 
numero delle radici della equazione f{z) = 0. 

2^ conseguentemente: la determinazione contenuta nella formula del Kronecker 
nel caso di due variabili, si può considerare come il risultato di uno studio più 
completo dell'integrale del Cauchy posto sotto la seconda forma. 

C* Mahbnghl 
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RISOLIMI DELLE MISTIONI M8, m, 600, 604 e 605 



508» Trovare la somma delle serie 

|2n 



2:(-i)- 



9r^ + 3r + 4 



2*»f|nì2 



(1-)^ 



r=ao 

cosne, J/-1)'-' ^,.--i)3r(3r+l) (3r + 2) 



Grbenstrebt. 



Risoluzione della sig.* Gabrlelina Longobardi di Napoli. 

V. Sia 

|2n 
Si = 2(-l)-s^;i--rCosn9. 



Essendo 



|2n 



2*« (|n )^ 
1.2.3...(2n — l)2n 



^i» (|n )2 -"1.2...nX1.2...nX2^- 

1 . 3 . 5 . . . (2n — 1) X 2 . 4 . 6 . . . 2n 1 . 3 . 5 . . . (2n-- 1) 



6i ha 



2.4.6...2»X2.4.6...2n 



2 . 4 . 6 . 2n 



; 1.3.5...(2n-l) g 1.3.5...(2n-l) .n^i + ^ 



-n^i 



4{!-..- 'l:;:,-.'!r" '^'-^f'--'- '1:^:.-.'^^" ''-^}- 



Ponendo 
8i ha 



e^i = ; 



^-w = ^ 



^■=è{!-'- '1±.;'r" -^f'-"- '1:!;.;'!r'V } 



quindi 



S. = -^{(l + a:rf + (l+yrT-2} 
= i|(l + ««)-T + (1 + «-«)-t} - 1 

=2{r('"+'^)J"'+['~^r+*")]"'}-i 




= l|/«ec^ + l-l. 
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S, = S(-I)- ?rM:iM-l 



Un termine del precedente sommatorio è, in valore assoluto 



9r» + 3r + 4 



1 



+ : 



(8r — 1) 3r (8r -j- 1) (3r + 2) 3r — 1 8r ' 3r -fi 3r -|- 2 
e si ha quindi 

00 1» ir* 1" M 

Sa = 1 (-1)-» 5 r - S (^1)-» z— -TT + 2 {l (1-)'-' n-— - 1 (-l)'"» ^} 

1 3r — 1 1 dr-|-2 (^i .ir-|-l i ór} 



ed essendo 



l (- 1)-» 



8r— 1 2 5^8 11^ 



1 



1 



2: (- l)-' 



3r-i-2 5 8^11 14^ 
3r + 1 4 7 ^ 10 13 ^ 



si ha 



" 1 1111 

7 ^ ^ 3r 3 6^9 12 ^ 



"^ ^ L\4 "" 7" "*" rò "" 13 * * 7 \3" "" 6" "^ 9 " 12 "^ • • 7 J 



ossia 



S. 



-l-('-j4-è+- ■) 



— 21og2 



2-log4- 



•>00» Sirt F tV /"«oro, V il vertice di una parabola , P, Q due punti della me- 
desima tali che le corde VP, PQ facciano angoli eguali con la tangente in P. Di- 
mostrare che 

VP_ FV^ 



1* Risoluzione della sig.' Longobardi dì Napoli. 

Sia P(ari,^i) un punto della parabola 

(1) y^==2px. 
L'equazione della tangente in P alla parabola è 

(2) yyi = p {x -[■ xi), 



Greenstrbet 
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Ora gli angoli VPF, QPU risultando eguali, i triangoli FPS, PQU sono simili; 
si ha quindi la proporzionalità tra i lati, cioè: 

è* + M* FS VP — VS . , 6'« ^ 

2F%=V^b='W=WR' '-»»''*= ^T=2^= VS = VFcoeSVF; 

FS = VF sen SVP, cioè : V8 = -^ cos SVF ; 
FS = -|- sen SVF e, pel triangolo PVR : 



sen SVF 
sostituendo risulta: 



2p^ 



bp 



, cos SVF = 



vs = 



2 Vft* + 4jp* 
Pi 



, FS = 



P' . 
\b^ + 4p^ ' 



, dunque: 



Eliminando b' fra queste due equazioni, si trova subito: 



^ ■" 2i>* 



e. V. d. 



600» Nello sviluppo di (ai + aj + • • • + »m)", dove n è numero positivo e 
intero, quanti termint esistono con coefficienti eguali tra loro e maggiori di tutti 
gli altri? 

Gbeenstbeet. 

Risoluzione del sig. Occhipinti R. U. di Palermo. 



Il termine generale dello sviluppo è 



. . a ", dove 



«1 ! a, ! ... a„ ! * 1 2 
«1 + aj + . . . + «m = n. Quindi, se n<_m si otteiTà evidentemente il massimo 
valore del coefficiente generale prendendo n delle a uguali all'unità e le altre 
uguali a zero; con ciò il termine generale dello sviluppo assume la forma 

n ! ah ais . . . aio dove ti ti... in è una qualunque delle | j combinazioni semplici 

degli indici 1, 2, .. .m ad n ad n. 

Dunque, fintantoché n non supera in, il numero dei termini dello sviluppo, con 

coefficienti eguali fra loro e maggiori di tutti gli altri, è I |, e tutti hanno per 

coefficiente n! Ora supponiamo che sia n'>m ed in primo luogo che sia 

n = km = k(m — 1) + A: 

con k intero ; in questo caso il massimo valore del coefficiente generale ha luogo 
evidentemente quando le tua sono tutte eguali a k; con ciò il termine generale 

dello sviluppo assume la forma : ^ — j- a «« • • * *m ^®°^® segue che, ^ando 

n = k{m — 1)+^;, il numero dei termini dello sviluppo, con coefficienti eguali fra 

loro e maggiori di tutti gli altri, è : ( j = 1 e questo termine ha per coefficiente 



A:!A:!...A:!' 
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L'equazione deirinvjluppo ncUie^to in cciardiaata plUckerlane aì ottiene dunque 
elimiuftado x, y fra le (I), (4), cioè e 

e qaindL in coordinate cartesiane 



{Ji^àV — ftiaf»* d: 



ai\aV>* thiih*' —(tiib^ 



—Wild" 

X 



-ttt^h^ 



1 



= 0, 



tfVl th'l "13 



iH\ 


"at 


^'- i. 


flji 


MJH 


aai — 1 






-1 



= 



OBBIft 



Au 



.Au 



fr (i^/^-^ o* cr if' 

Altre riioluziofii dei iigg. Alalia, Occhipintì e delia sig.^ Ungob^rdj, 



Nota. — Quando il fascìcolo precedente era già fetampato pervennero alla dire» 
2Ìoiie le LJìjoluzìoiH dello quistionì GOL, 602, 603 inviate dalla 3ig>^ Longobardi e 
dal sig. Bianca. 



QUISTIONI PROPOSTE 



ì 



700, Trovare la relazione che deve esistere tra i coefficienti del 
poliuomio 

perchè gsia divisibile per j-^ — a^ Candido. 

701. Dimostrare che le aree delle linee descritte dal centro e da 
mi fuoco di uii'eltJsae che sdrucciola sopra una retta fissa, che cioè 
si muove nel proprio piano toccando una retta fissa in un punto fisso^ 
sono espresse da 

2aKÌa — b) 



^{a-by 



essendo a il semiasse focale e 6 Taltro. 

702. Data un'ellisse ed un punto F nel suo piano, si considerino 
le coppie di diametri i cui coefficienti angolari hanno un prodotto 
costante h\ e si proiettino gli estremi di ciascun diametro di una 
cojjpia sul l'altro, otudiare la curva luogo di tali proiezioni e deter- 
minare; 

l** i luoghi dei punti medi delle corde dal centro deirelUsse e 
dal punto P; 

2^ i luoghi dei cotuugati armonici di e P rispetto agli estremi 
delle stesse corde. 




1 
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via; come l'unità di massa sia in via dì determinazione, e come l'unità di tempo 
richiegga ancora una misura più precisa della velocità della luce. 

Ciò posto, si propone di esporre le ricerche ed i metodi per misurare le lun- 
ghezze in lunghezza d'onda ed esprimerle in frazione del metro, non che riferire 
l'applicazione di tale misura alla determinazione del chilogrammo. 

Per questo, dopo aver indicato in che consiste il fenomeno dell'interferenza 
luminosa, accenna ai metodi di produrlo cogli specchi di Fresnel, colle lamine sot- 
tili e colle lamine debolmente argentate, esaminandone i pregi e difetti e descri- 
vendo i principali rifrattometri interferenziali che possono essere usati nelle misure 
di precisione. A questo proposito discute gli apparecchi che permettono l'uso di 
una sorgente luminosa estesa in tutte le direzioni, i quali danno origine a frange 
localizzate, e gli altri che richiedono finestre strette orientate e danno frange vi- 
sibili ad ogni distanza, citando infine alcune disposizioni che portano all'uno ed 
all'altro risultato. Fa poi notare come per avere frange perfettamente nette occorra 
luce omogenea e limitata da fenditure opportunamente orientate: che, se l'una o 
l'altra condizione è difettosa, le frange danno alternative di comparsa e scomparsa, 
e mostra come il fatto dipenda dalla larghezza delle frange e della sorgente e come 
esso trovi un'applicazione alla misura dei diametri apparenti degli astri. Aggiunge 
come i vapori metallici sotto debole pressione resi incandescenti con scariche ad 
alto potenziale dieno le radiazioni più omogenee e come la più semplice sembri 
quella rossa del cadmio. 

Nella seconda parte della monografia l'Autore fa notare l'influenza della tem- 
peratura e della pressione sulle misure e si occupa della determinazione di un 
ordine di interferenza, tanto nella parte frazionaria che intera, riferendo e discu- 
tendo i metodi per la 1* e 2* operazione. Mostra come la 1* determinazione sia 
semplice, mentre la seconda incontri gravi difficoltà, essendovi però sempre la pos- 
sibilità di migliorare i dati primitivi a seconda del bisogno. 

Nella terza parte, dopo aver premesso come i metodi sperimentali più recenti, 
seguiti per le misure metrologiche, si riducano tutti a misure di lunghezza, nota 
come sia necessario conoscere i valori assoluti dei campioni ottici, cioè la lun- 
ghezza d'onda, e riferisce i vari metodi che permisero di misurare delle grandi 
lunghezze in frazione di lunghezze d'onda. Così, per es., Michelson e Benoit col- 
r esattezza di un milionesimo ragguagliarono al metro tipo la lunghezza d'onda nel- 
l'aria (a 760 mm. di pressione ed a 15® del termometro in vetro duro) del raggio 
rosso, verde e bleu del cadmio e trovarono 

1 m. = 1553163, 5 R R = 0", 64384722 
1966249. 7 V V = , 50858240 
2083372, 1 B B = , 47999107. 
Accenna poi alle misure ottiche di lunghezza fra due linee o tratti e fra 
due superfici parallele, ricordando pel V caso il processo generale di Benoit e 
pel 2® caso i tre metodi delle Frange di Talbot, delie frange delle lamine argen- 
tate e dell'apparecchio di Michelson. Riferisce infine l'applicazione alla determi- 
nazione della massa del decimetro cubo di acqua distillata, priva d'aria, a 4^ met- 
tendo in evidenza mediante i risultati numerici delle ricerche di vari sperimentatori 
che, sebbene sieno necessarie ancora altre ricerche, i progi*essi raggiunti negli ul- 
timi anni a tale riguardo sono grandissimi. 

Anche da questi cenni sommar! si può facilmente intendere quanto sia inte- 
ressante e di attualità la monografia in considerazione. 

Rodolfo Bettazzi. — Aritmetica Razionale ad uso dei Ginnasi. To- 
rino, tip. Salesiana, 1902. 

L'egregio Autore svolge nella parte prima, da pag. 5 a pag. 70, il programma 
della IV classe ginnasiale; nella parte seconda, da pag. 71 a pag. 128, il pro- 
gramma della y classe ginnasiale; e nell'Appendice, da pag. 129 a pag. 153, è 
esposto il legame esistente fra le grandezze ed i numeri. 



69 

•tematica 
ali, e dà 
rigoroso 
ù tacite, 
ievo; ed 
l'allievo, 
ie priti' 

numeri 
«tudiano 
•ne; poi 
Da utili 

intito- 
niti. — 
i gran- 
eri ra- 

ifi: La 
8i detti 

iti pa- 
za fra 

li mi- 
mo il 
atica. 
[uella 
1 mi- 
lesta 



cca. 
luei 
lica 
'oni 
16), 
ale 
.ni, 

3n- 
ta, 
tre 
ile 
el 
di 
ia 
jr 



1 



70 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



Questa tendenza del eao spirito a collegare costantemente in una unione fe- 
conda e sicura i due metodi di ricerca, si rivela già in una modesta noticina pub- 
blicata colle sue sole iniziali nell'anno V del Nuovo Cimento (1847) • Sulla teoria 
del circuito galvanico ,: in essa tratta alla maniera del Kirchhoff la propagazione 
della corrente elettrica in una sfera omogenea e ne fa Tapplicazione alla terra. (*) 

In quel lavoro egli insiste sull'utilità, in fisica sperimentale, * di prima di- 
' scutere analiticamente una ipotesi, per indi procedere con buon ordine alla eco- 

* porta della verità „ ; pur notando, con fine acume critico, le difficoltà che talvolta 
s* incontrano ; come, in quel caso speciale, nel voler trasportare pari pari i con- 
cetti del Fourier, dalla propagazione del calore alk) studio della propagazione della 
corrente elettrica. 

Ma dove il Felici dimostrò, una volta di più, tutta l'importanza del metodo anali- 
tico-sperìmentale, fu nelle tre memorie '^ Sulla teoria matematica dell* induzione elet- 
trodinamica „ pubblicate in annio negVi Annali di Tortolini del 1851 e negli Annales 
de Chimie et de Physique del 1852, ed in esteso negli Annali delle Università To- 
scane 1854 e segg. " Dare le formolo per una teoria matematica delle correnti d* in- 

* duzione elettro-dinamica ed elettro-magnetica è lo scopo di questo lavoro, fidato 

* unicamente a dati dell'esperienza, e col metodo che servi all'Ampère per scoprire 

* la formola fondamentale che esprime le leggi secondo le quali due elementi fìli- 
" formi si attirano o si respingono (**) ,. 

Le ricerche di F. E. Neumann (***) e di W. Weber sul medesimo soggetto e 
le formolo a cui essi furono condotti, partono da ipotesi assai complicate e sono 
puramente matematiche. 

Il Weber ammette che, mentre nello stato di riposo l'azione fra due molecole 
elettriche sia quella indicata dalla formola di Coulomb, nello stato di moto essa 
varii di valore colla velocità e coli 'accelerazione relativa, secondo una formola 
assai complicata e non prevedibile a priori^ per quanto connessa a quella di Am- 
père. Ed il Neumann suppone, che la forza elettro motrice indotta sia proporzionale 
alla componente di quella elettrodinamica, che esisterebbe se l'elemento indotto 
fosse percorso da una corrente elettrica, nella direzione della velocità dell'elemento 
medesimo. Inoltre, in quella memoria si ammette possibile in ogni istante Tappli- 
cazione della legge di Ohm alla corrente indotta, e non si considerano, quindi, le 
correnti indotte dalla scarica di un condensatore; come anche si limita il problema 
al caso di un circuito indotto filiforme, e si tralasciano le variazioni di forma e 
la reazione della corrente indotta sul circuito induttore. 

Le insuperabili esperienze del Felici, pur fatte con quattro soldi e otto come 
egli stesso ebbe a scrivermi, permettono invece di giungere ad una formola che 
esprime la forza elettro-motrice indotta, assolutamente indipendente da ogni ipo- 
tesi, e che contiene come casi particolari quelle dei due fisici tedeschi. Gli svol- 
gimenti matematici che seguono da quella semplicissima formola, applicata poi 
dallo stesso Felici al caso della induzione leid-elettrica, magneto-elettrica, unipo- 



[*] Ricerche analoghe erano pubblicate quHsi contemporaneamente dallo Smaasen negli Annali 
di Poggeiidorfr. 

(**) Il metodo sperimentale del Felici è largamente riaiiauiito nel Cours d« Physiqut del Jamin. 
ed un largo cenno è pur dato nel classico trattato del Maxwell. Le memorie originali furono, in oc- 
casione degli onori che la Società Italiana di Fisira rese al suo Presidente Onorario nel 1899, tradotta 
in tedesco dal Dr. Bernardo Dessau, e ripubblicate nella ColUzione dei classici delle seieme esntte 
iniziata dnll'Ostwald e continuata dal prof. A. von Oettingen sotto il titolo: Ueher die mathématische 
Theorie der electro dynamhchen Induelion (Leipzig, W. Engelmann, 1899). 

(***) Bech. sur la Ih. de Vindttction; memoria letta airAccid. delle Scienze di Berlino il 27 ot- 
tobre 1845, e tradotta da A. Bravala nel Journal de Liouville 1848, pag. 113. 
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lare eie, rimarranno adunque, qualunque siano le ideo che avranno predominio 
sulla scienza. La formola generale, poi, a cui egli giunge è quella stessa adottata 
dalTHelmiioltz. 

Ma il Felici non si limitò alla ricerca di fatti quantitativi. Nei suoi interessanti 
studi sui coibenti dimostrò con esperienze rigorose, che la polarizzazione dei die- 
lettrici è un fenomeno a cui prende parte la massa intera della sostanza e scom- 
pare in un tempo inferiore ad Viooo di secondo. Al quale ultimo proposito è utile 
ricordare il suo delicatissimo interruttore, che permette di valutare fino al venti- 
millesimo di secondo. 

Non è qui il caso di dare una analisi completa del lavoro scientifico di Ric- 
cardo Felici. Molto egli fece, e molto più avrebbe pubblicato, {*) se il desiderio di 
non dare che esperienze inattaccabili, e per conseguenza lo scrupolo della ricerca 
portato fino all'esagerazione, non Io avessero trattenuto. Questa smania di una ri- 
gidità matematica lo turbava anche nelle semplici esperienze' da lezione; ed ò la 
vera caratteristica dell* uomo, che al modo brillante ma effimero di coltivare la 
scienza, preferisce V indagine severa e profonda, per quanto laboriosa e lunga 
sempre, ed arida talvolta. 

È pur doveroso ricordare, fra i meriti non ultimi del Felici, l'aver mantenuto 
in vita, con lungo amore e con non lieve sacrifizio morale e materiale, il Nuoro 
Cimento; il giornale fondato da Matteucci e da Piria, che per lunghissimi anni, e 
nei tempi nostri più tristi, fu Tunica rivista di scienze fisiche che possedesse 
ritalia. In essa, oltre i lavori originali che permisero ai migliori fra noi di farsi 
noti in Italia e fuori, si pubblicavano le traduzioni delle principali memorie stra- 
niere, i sunti degli studìi che si facevano all'estero: la maggior parte di questi 
e di quelle erano dovuti all'assiduo e modesto lavoro del Direttore. 

Assorto nei suoi studi prediletti la politica non lo attirava, al contrario del suo 
maestro, il Matteucci. Pure nei tempi del nostro risorgimento politico non rimase 
inattivo. Col battaglione universitario si trovò a Curtatone, e prese larga parte ai 
moti che prepararono il '48 ed a quelli che vennero dopo. A lui è dovuto il deli- 
cato specillo, col quale fu rintracciata la palla che ferì Garibaldi ad Aspromonte. 

Membro effettivo dell'Accademia dei Lincei, ed onorario della Società Reale 
di Londra, Presidente Onorario della Società Italiana di Fisica, Cavaliere dell'Or- 
dine del Merito Civile di Savoia, se onori maggiori non ebbe, fu perchè né li cercò, 
né li desiderò mai. Semplice nei modi la sua modestia era grandissima, sì che il 
desiderio di non apparire sembrava quasi un'affettazione. 

Diamo in fondo a questo breve articolo l'elenco dei lavori del Felici che ci è 
stato possibile di rintracciare, ma che speriamo completo. In ognuno di quelli tu 
trovi la chiarezza e la precisione che si riscontrano in special modo nelle memorie 
del Poinsot, al cui spirito egli tanto si avvicinava. 

R. Pitoni. 



1844. Alcune osservazioni intorno alle ricerche del sig. Dutrochet sulla forza epi- 

polica (Il Cimento, pag. 134). 
1847. Sul circuito galvanico (N. Cimento). 

1850. Sulla propagazione della corrente elettrica nell' interno di una sfera. fu4fitia/i 
di Tortolini, pag. 312). 

1851. Memoria sulle polarità galvaniche secondarie e sull'influenza del calore nella 



(*) È da sperare che si ritrovino, nelle sue carte, le traccie dei suoi ultimi studi ed esperienze. 
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propagazione della corrente elettrica nei liquidi {Annali delle Università to- 

ficane, tomo 11, pag. 173). 

Vi si stabilisce che la polarizzazione aumenta rapidamente coli* intensità della 
corrente primaria e tende verso un massimo. Si studia poi la conducibilità del- 
l'acqua da — 3° a + 100® determinando un'anomalia a + 4®, come confermano ri- 
cerche recenti. Si dà una formula che esprime il variare della polarizzazione colla 
temperatura. 

— Saggio di una spiegazione dei fenomeni d'induzione elettro-dinamica {Annali 
(li Tortolini, pag. 65, 306, 361, 503). 

1852. Mém. sur l'induction électro-dynamique (Annales de Chimie et de Pht/s.). 

1858. Note sur les phén. d'induction (Ibid). 

— Saggio di un'applicazione del calcolo alle correnti indotte dal magnetismo in 
movimento (Annali di Tortolini, pag. 173). 

— Sopra i fenomeni d'induzione della bottiglia di Leida (Ibid, pag. 237). 

1854. Sulla teoria matematica delle correnti indotte in un corpo di forma qualun- 
que (Ibt'df pag. 85). 

— Sulla propagazione della corrente in una sfera (Annali di Tovtolini), 

— Sulla teoria mat. dell'induzione elettrodinamica (memoria negli Annali delle 
Univ, Toscane). 

— Terza memoria sull'induzione. (Annali delle Univ. Toscane). 

1855. Sur les cour. ind. par la rot. d'un conducteur autour d'un aimant (Annales 
de Ch. et de Fhys.). 

1857. Mémoire sur la loi de Lenz (Ibid). 

— Exp. sur un cas d'induction où serait nulle l'action électro-dyn. exercée par 
l'aimant inducteur si le circuii était traversò par un courant (ibid). 

1859. Sur la cause des cour. que l'on obtient dans un circuii doni les bouts im- 
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SULLE PRINCIPALI 

operazioni dell'analisi combinatoria formale e su alcune loro ap- 
plicazioni relative allo sviluppo rapido dei determinanti e degli 
i perdeterminanti. 

(Continuaz., v. fase, precedentf) 



§ 5. — Formazione ed enumerazione delle combinazioni 
a due dimensioni di mn elementi dati. 

In una mia nota (*) ho definite le combinazioni a due dimensioni 
di mn elementi dati ed ho descritto un metodo per formarle senza 
omissione e ripetizione. In un altro lavoro (**) ho definito gli iper- 
determinanti e ne ho dimostrate alcune proprietà elementari, espo- 
nendo anche un metodo per svilupparli. Descriverò ora un nuovo me- 
todo per la formazione rapida delle combinazioni a due dimensioni 
e per lo sviluppo degli iperdeterminanti rettangolari; esso ha, su 
quelli descritti nelle note suddette, il vantaggio di essere più rapido, 
più sicuro e quindi più pratico. Intanto, per risparmiare al lettore 
la fatica di consultare i lavori citati, esporrò quanto parmi indispen- 
sabile riguardo al concetto di combinazione a due dimensioni ed, a 
suo tempo, riguardo a quello di iperdeterminante a due dimensioni. 

Consideriamo la seguente matrice rettangolare 



A = 



Cfii ^12 (^m 

^21 ^22 ^211 



^ml ^ra2 ^niii 

di dimensioni »-> n ed T ni (***), nella quale sono distribuiti per oriz- 
zontali e verticali mn elementi «u . . . amn. Siano dati m + n numeri 
positivi interi non nulli ^•l , i?2 , . . . Vu , n , . . . rm tali che ^i + . . . + t?u = 
= ri + . . . + 'm; viJ^m; rj <.n. Sia k il valor comune delle somme 

Ti + . . . + 1;„ , n + . . . + ^m ed 

arì^Oi a,,iOi. . .ar/k<?fc ... (1) 

'*) Ptriodico di Mattmatiea^ tomo XV, 8ett.-ott. " Soprn iin metodo per formare alcune com- 
binazioni di elementi a più indici, dette combinazioni ad 1,2,3... dimensioni. 

(**) GiorncUé di MaUmatiche di Battaglini, yol. XXXIX, luglio-agosto. ' Su una generalizza- 
zione della teoria dei determinanti „. 

(•*») La dimensione mi > è il numero degli elementi contenuti in ciascuna orizzontale e la di- 



mensione 



J è il 



numero degli elementi contenuti in ciascuna verticale 
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una successione di k elementi scelti nella matrice A per modo che 
t?i , t^t , . . . «?n di essi appartengano rispettivamente alla 1% 2*, . . . n™** 
verticale ed n , rg , . . . r„, di essi, rispettivamente alla 1*, 2% . . . in""* 
orizzontale. E chiaro che r^i , r^« , . . . rjk è una successione di indici 
contenente n volte l'indice l,ra l'indice 2,...i„, T indice m, e 6i,6a,...6k 
è una successione di indici, contenente Vi volte V indice 1 , t'a volte 
l'indice 2,...t;„ volte l'indice n. Orbene dicesi combinazione a due 
dimensioni di mn elementi «n . . . dm , «ai . . . «tn , «mi . . . «lun una succes- 
sione di k elementi, scelti tra i dati in modo che rj di essi abbiano 
il primo indice uguale ad J, (J= 1, . . . m), e ri di essi (* = 1, 2, . . . n), 
abbiano il secondo indice uguale ad e, colle condizioni fi -j- • • • + ^m = 
= t'i + ... + Vn; rj^n; y,<.m. 

I numeri f/« ed n diconsi le dimensioni della combinazione; i nu- 
meri n , . . . Tm si dicono 1^ . . . m"*** coefficiente relativo alla dimen- 
sione m ed i numeri Vi,.. .Vu si dicono 1®, . . . n"'" coefficiente relativo 
alla dimensione n, È chiaro che ad ogni combinazione a due dimen- 
sioni degli elementi «n . . . , «mu corrisponde un gruppo figurativo di 
elementi scelti nella matrice 1 in modo che rj di essi appartengano 
alla orizzontale /"" e Vi alla verticale *""*. Viceversa ad ogni tale gruppo 
di elementi scelti in A corrisponde una combinazione a due dimen- 
sioni della «. Perciò, ed anche perchè la matrice A è rettangolare, 
le suddette combinazioni si dicono anche combinazioni rettangolari 
degli elementi «n . . . «„»« . 

Vedremo in seguito se e come, dati i numeri m^ n, n ,... r,„, Vi ,... Vn, 
si possa formare almeno una delle combinazioni a due dimensioni 
delle «11 . . . «mn. 

Osserviamo ora che siffatte combinazioni possono anche formarsi 
con oggetti appartenenti ad una data collezione. Dagli esempi che 
porteremo apparirà chiaro il significato concreto del concetto di com- 
binazione a due dimensioni. 

Esempio 1®. — Sia «»-► n = 4 , T w = 8 ; n = 1 , ra = 2 , rg = 3 ; 

i?i = 1 ^ i;a = 2 , i;8 = 1 , «?4 = 2 . Supponiamo che la collezione di dimen- 
sioni 4 e 3 comprenda i seguenti dodici oggetti : 1® quattro cerchi 
rispettivamente colorati in bianco, nero, rosso, verde ; 2® quattro ret- 
tangoli rispettivamente colorati in bianco, nero, rosso, verde ; 3^ quat- 
tro triangoli anch'essi rispettivamente colorati in bianco, nero, rosso, 
verde. Possiamo proporci di formare tutti i gruppi di K = 6 oggetti, 
talmente che ogni gruppo contenga ri cerchi, ra rettangoli, n trian- 
goli, colla condizione che fra i sei oggetti suddetti ve ne siano Vi co- 
lorati in bianco, v^ colorati in nero, i?a colorati in rosso e r* colorati 
in verde. 

bianco nero rosso verde 



«11 


«12 


«18 


«U 


cerchi 


«21 


«22 


«28 


«24 


rettangoli 


«81 


«82 


«88 


«84 


triangoli 
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Disponiamo i suddetti oggetti su orizzontali e verticali, in modo 
che tutti quelli della stessa specie siano su una stessa orizzontale, e 
tutti quelli dello stesso colore su una stessa verticale. Rappresentandoli 
coi segni aw-jCtu, avremo una matrice nella quale ad es. a» rap- 
presenta il rettangolo colorato in rosso, a^g il triangolo colorato in 

verde ecc ; così è manifesto che per saper formare i suddetti 

gruppi di oggetti, basta saper formare le combinazioni a due dimen- 
sioni degli elementi letterali an,...aMj assumendo per coefficienti della 

dimensione J 3 i numeri n = 1 , r^ == 2 , ra = 3 e per coefficienti della 

dimensione »-> 4 i numeri ri = 1 , t?2 = 2 , t?« = 1 , ri = 2. 

Esempio 2^ — La collezione di oggetti consta di tutti cerchi ; 
quattro di essi sono per metà colorati in bianco, quattro per metà 
colorati in nero e quattro per metà colorati in rosso ; inoltre tre di 
essi hanno la rimanente metà bianca, tre la hanno nera, tre rossa e 
tre verde. Si vogliono formare i gruppi di 6 cerchi, talmente che ogni 
gruppo contenga n cerchi colorati per metà in bianco, r» colorati per 
metà in nero ed rg colorati per metà in rosso ; inoltre Vi di essi de- 
vono avere la rimanente metà bianca, ra nera, Vb rossa e Vi verde. 
Basta indicare i suddetti oggetti con an , . . . as* e formare la matrice 

bianco nero rosso verde 



^11 


aia 


«18 


«u 


bianco 


Oìi 


«92 


«M 


«84 


nero 


«81 


«aa 


«88 


«84 


rosso 



nella quale ad es. «n rappresenta il cerchio colorato per metà in rosso 
e per metà in nero ecc. . . . 

Esempio 3^ — Si hanno dodici segni Ai AaA8A4BiBaB8B4CiC8C8Ci ; 
Si vogliono formare tutti i gruppi di sei segni per modo che ogni 
gruppo contenga n delle A, ra delle B, r« delle C ; inoltre tra le let- 
tere di uno stesso gruppo, ve ne devono essere, Vt , vt , i?a , t?4 aventi 
rispettivamente r indice 1,2, 3, 4. Basta indicare i suddetti segni con 
«Il . . . «84 e formare la matrice 



indici 



3 4 



«Il 


«u 


«18 


«14 


A 


«ai 


«aa 


«88 


«84 


B 


«81 


«82 


«88 


«84 


C 



ecc Come caso particolare A,B, C possono rappresentare avveni- 
menti ciascuno dei quali sia accaduto quattro volte negli istanti 
^,^8,^8,^4. E così ad es. Aa rappresenterebbe l'avvenimento A ac- 
caduto neir istante ts ecc 

Esempio 4^ — Si hanno quattro triangoli equilateri rispettiva- 
mente di lato «, b,Cjd; quattro cerchi rispettivamente di raggio «, b,c,d; 



76 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



quattro quadrati rispettivamente di lato a, 6, e, d. Si vogliono formare 
i gruppi di sei fra tali figure per modo che ogni gruppo contenga 
ri triangoli equilateri, r2 cerchi, n quadrati ; inoltre fra tali figure 
ve ne devono essere Vi , r» , t?t , vi aventi il lato od il raggio rispetti- 
vamente uguale ad a, ò, e, d. Basta formare la matrice 



raggio lato a b e d 



da. 



aia 



ai» 
an 
au 



aa 
au 



triangoli equilateri 

cerchi 

quadrati 



ecc., 



Da quanto è stato detto risulta che se con a^ si indica un ele- 
mento (un oggetto od un fatto) di una collezione, gli indici / ed j 
hanno per ufBicio di indicare che tal oggetto o tal fatto gode di due 
proprietà distinte; alla l** si accenna apponendo alla lettera a l'in- 
dice i {V indice), alla 2* apponendo V indice j {2^ indice). 

Torniamo ora alla teoria generale delle combinazioni a due dimen- 
sioni. Consideriamo le successioni di indici 



riiri2. 

6i 62 . 



.64 



(2) 
(3) 



che diremo 1" e 2* permutazione annessa relativa alla combina- 
zione atìiSx . . . atj^e^ e riguardiamo come corrispondenti r^i e 61. 

Conveniamo di ritenere che due elementi diversi della (2) o della (3) 
facciamo inversione quando il maggiore è a sinistra del minore, ed 
indichiamo con a il numero delle inversioni fatte da due elementi qua- 
lunque della (2), non corrispondenti ad elementi uguali della (3), e con ^ 
il numero delle inversioni fatte da due elementi qualunque della (3), 
non corrispondenti ad elementi uguali della (2). Diremo che la com- 
binazione (1) è di classe pari dispari, oppure che ad essa compete 
il segno + od il segno — , secondochè il numero a + P è pari di- 
spari. Pertanto il segno di siffatta combinazione è quello di ( — 1)"+^. 

Il segno di una combinazione non dipende dal modo col quale si 
succedono gli elementi ad essa appartenenti, ma è lo stesso comunque 
questi siano disposti. Invero siano «i^ì^ì, «17,^1 ^,^1 due elementi con- 
secutivi della combinazione atj-^e^., , atj^^Ok. 

Possono darsi i casi seguenti: 1^ t^i = 7]ì + i; 61 = 61+1 ; 2® 7]i = rji4.i; 
e,=|=6»^i; 3^7]i4=r], + i;6, = e, + i; 4^ 73^^=7)1 + , ;e,^ 

Consideriamo le successioni 



Oi + i . 



if]i...r]i + irj|, 

61 . . . 6i -1- 1 61 . 



.6k 



(4) 



ottenute dalla (2) e (3) scambiando tji con ifjn-i e 61 con 614-1, e sup- 
poniamo che in esse siano contenute rispettivamente a e p' inversioni, 



fo 
eì< 

(- 

la 
a,, 
co 
co 
il 

l'i 
zìe 



di 
in( 
l'ii 
mi 

rii 

ine 

è ( 
me 

Si. 

ris| 
zio 

nui! 
uns 



fa 
mu 
e fi 
il ] 
di 
cor 

^1, 
cor 

COI 
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disporre gli elementi della combinazione (1) per modo che essa acquisti 
la forma 



CtQi,\ . . . a^yj.l «^vi+l»2 . . . «ffvi-l-vr^ 



^'ofci» 



(5) 



La seconda permutazione relativa alla (5) conterrà Vi volte l'in- 
dice 1, . . . t7n volte l'indice n ; inoltre tra gli elementi pi , . . . pk della 
prima permutazione, ve ne saranno n uguali ad 1, . . . r,„ uguali a m; 
saranno poi differenti due p appartenenti a due a aventi lo stesso se- 
condo indice e si avrà : Si? = ]Sr = A: ; n ^ m ; pj ^ n. 

Per saper formare tutte le combinazioni della a, basta adunque 
saper formare tutte le successioni delle pi , . . . Pk soddisfacenti alle 
suddette condizioni. Essendo poi 6 il numero delle inversioni che cia- 
scuno degli elementi delle successioni 



pi 



. pvi; pvi-fi . . . pTi+vs ; pti4^...+v„_j+i , . . pk 



fa con quelli delle successioni che seguono quella alla quale esso ap- 
partiene, sarà (— 1)'' il segno della combinazione (5). 

In seguito scriveremo la permutazione Si . . . sy^ nel seguente modo: 



. rvi I Sri -fi . . . Sri+n I I 5ri+. ..-fr,„_j+l 



.^k 



(6) 



chiudendo tra due | | i secondi indici della a che nella (4) hanno lo 
stesso primo indice. Così la permutazione delle s resta decomposta 
in gruppi parziali; il primo gruppo comprende le 5i, . . .«n, il secondo 
gruppo comprende le Sn+i , . . . S2i-\-r2 ecc. ; in generale il gruppo i™** 
comprende i secondi indici delle a che hanno il primo indice uguale 
ad /. Scriveremo la 1* permutazione relativa alla (4) 



lll...l|22...2|.. 



m m 



m 



(7) 



ri 



ra 



decomponendola in gruppi, dei quali 1'*™® comprende tutti gli elementi 
uguali ad i. Considereremo corrispondenti i gruppi i^^ della (6) ed i^^ 
della (7), e scrivendo contemporaneamente la 1* e 2» permutazione 
relative ad una combinazione delle a, scriveremo i gruppi corrispon- 
denti in colonna, come qui appresso: 



11.... 1|2.... 2 

Si 52 . . . 5ri I Sii-\.l . . . .9n+i I 



m 



. m 



(8) 



. Poiché il segno di una combinazione non cambia cambiando co- 
munque l'ordine degli elementi che le appartengono, si possono di- 
sporre comunque gli elementi della 1* e 2* permutazione ad essa 
relativa, purché però si mantengano sempre sovrapposti due elementi 
corrispondenti. 
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A' = 



{Oln)n {Ct2n)l9 («inu)li 



(«U)n-J + ». 



(tì^ll)nl (^2l)na. ...:.... {Clmljnm 

di dimensioni m-*^n=m ed J m=n, la quale si ottiene ruotando 

la matrice A di un angolo retto nel senso indicato dalla freccia >^ '. 
L'elemento ay di A occuperà in A' il posto di coordinate n — J+l, 
ed i; perciò lo abbiamo indicato con ((ly)n-j-i-i.i. Assumiamo quali 
coefficienti relativi alla dimensione »— ► n di A' i numeri n , . . . rm , 

già assunti quali coefficienti della dimensione T m di A, e similmente 

assumiamo come coefficienti relativi alla dimensione f m di A' i numeri 
^*i . . . Vny già coefficienti della dimensione »-> n di A. È chiaro che se 



Il 1 ...1 I 

\Si Sq .,, itn I 



in 



. m 



(9) 



sono la 1* e 2* permutazione di una combinazione relativa alla ma 
trice A, saranno 

I «1 . . . 5ri I I .-^k I 

|l....l|....|m...,;i| 



(10) 



ancora 1* e 2" permutazione di una combinazione relativa alla ma- 
trice A'. Adunque la 1* e 2* permutazione di una combinazione relativa 
a A si possono assumere quali 2" e 1** permutazione di una combina- 
zione relativa a A' e viceversa. Ne segue che per formare le combina- 
zioni relative ad una delle matrici A e A' basta formare quelle relative 
all'altra e scambiare in ognuna di esse gli indici delle a che le ap- 
partengono. Come dalla matrice A si passa alla A' mediante rota- 
zione y-" ^ di 90^ così dalla A' si ottiene la A mediante rotazione ^'' ^ 
di 90®, e l'elemento che occupa in A' il posto di coordinate i,j occu- 
perà in A quello di coordinate j, ni — i-\-l. Notiamo ancora che se 
da una combinazione relativa a A si passa ad una relativa a A' scam- 
biando gli indici di ciascuna delle a, i segni delle due combinazioni 
coincidono, giacché se per una di esse è a = 0, 3 = X sarà per l'altra 
a = X, ^=0 ed il segno di ambedue sarà quello di (— 1)'-. 

Le combinazioni relative a A diventano combinazioni relative a A' 
mediante rotazione y^"^ di 90® ; si noti però che se le (9) sono le per- 
mutazioni 1* e 2* di una combinazione relativa a A quelle della com- 
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binazione relativa a A' ottenuta dalla precedente mediante rotazione 
V- " di 90^ non sono le (10), bensì le 

I n — 8, + 1, . . . w — 5ri + 1 I I , n — Sk + 1 I 

Il 1 I....I m| 

Similmente se le (9) sono due permutazioni 1* e 2* di una combina- 
zione relativa a A', quelle della combinazione relativa a A ottenuta 
dalla precedente mediante rotazione ^-^^ di 90^ non sono le (10), 
bensì le: 

Il 1I....I m I 

I m— 5i-i-l, . . . . m' — Sn+1 I I ,m' — .*fk + l |. 

Siano ancora 

|l....l|....h-.../|i...i|....|m...m| 

I Sa . . . iJn I I . . W . . I . . V . . I I Sk I 

le permutazioni annesse ad una combinazione relativa alla matrice A ; 
nella 2* di esse abbiamo messo in evidenza due elementi, che abbiamo 
indicati con t«, r, rispettivamente appartenenti ai gruppi i™® ed j'"^". 
Riguardo a tali elementi supporremo che siano disuguali, e che in 
tali gruppi /'"^ ed ^'"^° nessun altro elemento sia uguale ad m op- 
pure a V. 

Possiamo scrivere le due permutazioni nel seguente modo: 

11.-. .11 U-.../I IJ..JI |m...m|... (11) 

I Al |A2|...|A,-.,lw,AilA,+,|...|Aj-t|Aj,r|A3+i|...|A„-x| A„, |...(ir) 

indicando con Ai , . . . Ai_,, Ai+j, . . . Aj_,, Aj+i, . . . A,„ i gruppi 1', (/ — Vf""", 
(/ + 1)"*^ . . . ^ 1)™*", . . . (/ + 1)"^^, . . . m™^ della 2" permutazione, e con 
Al il gruppo degli elementi del gruppo /"^^ diversi da w e con Aj il 
gruppo degli elementi del gruppo J*"^ diversi da v. 
Consideriamo le permutazioni 

11... Il U'.-./l U...ÌI |m...m|... (12) 

I Al |A2|...|Ai-,|r,Ai|A.+.|...|Aj-,|Aj,«|Aj+.l...|A„.i| An. |...(12-) 

delle quali la 2^^ si ottiene dalla (IT) scambiando gli elementi u e r. 
Evidentemente esse sono 1* e 2* permutazione di una certa combi- 
nazione relativa a A. 

Sia X il numero degli elementi di A| ed Aj compresi tra w e r e 
cioè, se ad es. w> v^ maggiori di u e minori di v\ sia tju ed r^v il 
numero degli elementi rispettivamente uguali ad ti e r appartenenti 
ai gruppi ^iJ-i, A,4.2, . . . Aj_i. Vogliamo dimostrare l'importante 

Teorema. — La combinazione alla quale sono annesse lo pennvfa- 
zioni (11) ed (IT) e quella alla quale sono annesse le pennufazioni (12) 
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e (12') hanno o noìi hanno lo stesso segno, secondochè la somma X+7)u+>;v 
è dispari o pari. (*) 

Infatti indichiamo con (ApAq) il numero delle permutazioni che 
gli elementi di Ap fanno con quelli di Aq , {q> p), con (w, Ap) il nu- 
mero di quelle che w fa cogli elementi di Ap, cioè il numero degli 
elementi di Ap minori ài u e con (Ap, w) il numero di quelle che gli 
elementi di Ap fanno con u, cioè il numero degli elementi di Ap mag- 
giori di u. Sia p il numero di inversioni contenute nella (11') formate 
da due elementi non corrispondenti ad elementi uguali della (11) e p' 
il numero delle inversioni contenute nella (12') formate da due ele- 
menti non corrispondenti ad elementi uguali della (12). Il segno = 
posto tra due espressioni numeriche intere significhi che sono ambedue 
pari od ambedue dispari. Sarà: 

3 ="fp {(ApAp+i) -{-...•{• (ApA„)) + 

+ {{AifO+...+(A,-,,M)}-f{(«A,+,)+...H-(MAj-0+(MAj)}+{(iMj^^ 
4-{(Air)+...+(A,-,,r))+{(A,r)+(A,4.ir)+...+(Aj-xtO)+((rAj+i)+ 

^'="£{(ApAp+0 4-...+ (ApA„)) + 
+ ((Air)+...+ (A,-,,eO)4-{M,4.x)+...+(rAj_,)+(rAj))+{(rAj+i)+...+^^^ 
4-{^AiM)+...+(A,-iM)}4-{(A.M)4-(Ai+i,w)4-...4-(Aj-,,tO)4-{(iMj+i)+...+^^ 

Si noti che se u fa inversione con v si ha (w?0 = 1 e quindi {vu) = 0; 
se n non fa inversione con v si ha {uv) = ed {vu) = l. Pertanto 

p - ^' = {(uA,^,) +. . . + (nAj)} + {(A,t^) + . . . + (Aj-,i;)} - 
- ((rAi.O +. . . + {vA,)}-{{A,u)+ . . . + (Aj.xtO) ± 1. 

Indichiamo con P il gruppo degli elementi contenente quelli dei 
gruppi Ai+i, Ai+2..., Aj_i, Aj, con Q quello contenente gli elementi 
dei gruppi Ai, Aj+i, .. . Aj_2, Aj_i con 11 quello contenente gli ele- 
menti dei gruppi Ai, Aj e con S quello contenente gli elementi dei 
gruppi Ai+i, A,+,, . . . Aj-,, Aj-i. 

L'ultima relazione ottenuta si può scrivere: 



^ - p' = («P) + (Qr) - (rP) - (QiO ± 1 



(13) 



giacché il numero delle inversioni che n fa cogli elementi di Asfi,... Aj 
è pure il numero delle inversioni che u fa cogli elementi di P ecc. 



(*^ Si pnò Anche enunciare coA: il numero delle inversioni contenute nella (11'). e formate da 
due elementi non corrispondenti ad elementi uguali della (IH, )ia o non lia la stessa parità del nu- 
mero delle inversioni contenute nella >J2'), formate da 2 elementi con corrispondenti ad elementi 
uguali della (12\ seoondociiè A 4->7u -{-';▼ ^ dispari o pari. 
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Indichiamo con T^,,^r^^ il numero degli clementi rispettivamente 
uguali ad w e r contenuti in S; sia poi q il numero totale degli ele- 
menti contenuti in Q. Si ha: 

Infatti, sommando il numero delle inversioni che gli elementi di Q 
fanno con v^ con quello delle inversioni che v fa cogli elementi di Q, 
si ottiene il numero totale degli elementi di 7 diminuito del numero 
degli elementi di Q uguali a f.\ col quali v non fa inversione. Poiché 
nessun elemento di Ai è uguale a r per ipotesi, e poiché i gi'uppi S 
e Q differiscono soltanto per gli elementi di A[, ne viene che gli el ce- 
menti di Q uguali a t^ sono finche gli elementi di S uguali a i\ ep- 
però il loro numero è vjv. Similmente si ha: 



Adunque; 



(Qu) = q-'q,, — {ttQl 
Sostituendo nella (13) a{QiO e (Q«) le espressioni trovate, avremo: 
jj - ,V = («P) + q - V - (vQ) - {i=P) - q + TI,. + (»Q) ± 1 
e ricordando il significato del segno E. 

p + p' ^ (»P) + («Q) + (t^P) + (oQ) + > + i^v + 1. 
Ora si ha: 

C«P)+(mQ)={(hA,+,)+(«A..O+...+(«Aj)Ì+((»Aj)+(»A,+0+...+{hA,-,) 
od ancbe: 

(aP) -f («Q) = 2 (kA, m) + ■ . . + 2 {«Aj-.) + (» A,) + (ff Ajl 
ossìa 

{«?) + (»Q) = 2 {»S) + (»A,) + (« Aj) 
e siniilmente 

(fP) + (rQ) = 2(rS) + (,.'A,) + (^A,i) 
R pertanto 

3 + ,3- ^ 2 (hS) + «(A>) + {«A,,) + 2 US) + {v\,) + (rAj) + tj,, + t;,- + 1 

ed ancora 

3 + 3- (aA.) + (»Ajì + (r A.) + {t> A,) + r„ + -r;. + 1 
ossia 

Sia ora ad es. a < i\ Essendo X il numero degli elementi di R 
(cioè di Ai ed Aj) compresi tra u e v (ossia maggiori di u e minori 
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di v), ed essendo X' il numero degli elementi di B maggiore di t? e 
quindi anche di ii, sarà: 

(wR)==X + X'; (t;R) = X' 
perciò 

(wR) + (!?R) = 2X' + X 
e quindi: 

P + 3' = 2X' + X + Y]u + r]v + l 
ossia 

S + p' = X + »Ju + r,v + l. 

Alla stessa conclusione si arriva se u > v. Pertanto la somma 
p + P' è pari o dispari secondochè X + rjn + tjv + 1 è pari o dispari, 
vale a dire secondochè X + ì^n + '^lv è dispari o pari. Quindi: P e (j' 
sono ambedue parfod ambedue dispari se X + yja -f- tjv è dispari ; P e fi' 
sono luno pari e l'altro dispari se Xrjn + >iv è pari. Ora i segni delle 
combinazioni alle quali sono annesse le (11') e (12') quali seconde 
permutazioni, sono rispettivamente quelli di ( — ly e ( — lY; per- 
tanto essi coincidono o sono disuguali secondochè X + rju + ì^v è di- 
spari pari. Vedremo in seguito Y importanza di questa conclusione. 

Esempio. — Supponiamo che la (11') sia la 

1321 |25| 623 141231 312 1 53 I (14) 

scambiando gli elementi 5 ed 1 rispettivamente del 2^ e 5^ gruppo 
si ha la 

1321 Ì21 I 623141231 352] 53|. (14') 

Le inversioni contenute nella (14) sono quelle che gli elementi di 
ciascun gruppo formano con quelli dei gruppi che lo seguono (e mai 
con quelli dello stesso gruppo); esse sono quarantadue; 7]i è il nu- 
mero degli elementi uguali ad 1 contenuti in S ossia nel gruppo 
(6,2,3,4,1,2,3); pertanto r,i = 1 ; invece r)» = 0, giacché l'elemento 5 
non è contenuta alcuna volta in S; X è il numero degli elementi com- 
prese tra 1 e" 5 (ossia maggiori di 1 e minori di 5) contenuti nel 
gruppo R, ossia nel gruppo (2 3 2) che comprende tutti gli elementi 
del 2® e 5® gruppo della (14), eccettuati gli elementi scambiati 1 e 5. 
Si ha pertanto X = 3, giacché tutti gli elementi di R sono compresi 
tra 1 e 5. Adunque 

X + T]i + T]5 = 3 + l + = 4. 

Pertanto la (14') avrà segno contrario a quello della (14). Infatti il 
numero delle inversioni in essa contenute è dispari od uguale a 
ventisette. 

Casi particolari. — Sono interessanti due casi particolari del teo- 
rema precedente. 
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P. Se J= ?* + 1 ì gruppi I uAi \ ed | Ajt? | sono consecutivi; in tal 
caso il gruppo S non esiste e si ha ir„4-ìlv = 0; p + f^' = ^ + l. 

Pertanto ^ se gli elementi scambiati stella (IT) per aver la (12') ap- 
partengoìio a gruppi consecutivi, le combinaziofii aventi le (IT) e (12) 
quali seconde permutazioni sono o noìi sono dello stesso segno secondochè X 
è dispari o pari „. 

2^ Se Ai ed Aj mancano, cioè se u è l'unico elemento del gruppo i^'' 
della (11') e v del gruppo j^"" della (12), allora X = 0. Se oltre a ciò 
i gruppi i™® ed j^^ rispettivamente contenenti il solo elemento n ed 
il solo elemento v, sono consecutivi si ha X = t;„ = yjv = e^-\-^' = 1, 
ossia ^ + p' è dispari. 

Pertanto: *^ se due gruppi della 2^ permutazione relativa ad una data 
combinazione sono consecutivi e ciascuno contiene un solo elemento, la 
combinazione cui è annessa quale seconda pennutazione quella ottenuta 
dalla permutazione suddetta mediante lo scambio dei due gruppi consi- 
derati, ha segno contrario a quello della combinazione data „, 

Si è già detto, parlando delle permutazioni di n numeri non tutti 
differenti, che una di esse si considera come avente il segno + od 
il segno — secondochè il numero 3 delle inversioni in essa contenute, 
e formate da due elementi tali che il maggiore sia a sinistra del mi- 
nore, è pari dispari. Scambiando in una di tali permutazioni due 
elementi u e v non consecutivi se ne ottiene un'altra contenente ad 
esempio 3' inversioni. Per quanto si è detto la somma P4-&' è pari 
dispari, e quindi le due permutazioni hanno o non hanno lo stesso 
segno, secondochè la somma r^„ + ^v degli elementi che occupano un 
posto intermedio ai posti occupati da ti e t? e che sono uguali ad w 
od a r, è dispari o pari. Ciò è anche stato dimostrato a parte, par- 
lando del segno delle permutazioni di ;* numeri non tutti differenti. 

Vediamo ora se e come nelle ipotesi S?- = 2r; n <^fi; r^<^m si 
possa formare almeno una combinazione delle an , . . . ^mn, ossia una 
permutazione del tipo (6), nella quale le s soddisfano alle condizioni 
già note. 

Consideriamo il seguente quadro Qo di numeri 



Vi 

1 
1 



Vi 

2 
o 



Vn 

n 
n 



contenente in una prima verticale n numeri uguali ad 1, nella 2* Vt 
uguali a 2, . . . nell'ultima r» uguali ad ;?. La verticale ?"*» contiene 
adunque v\ numeri e diremo che n è il suo grado. Formiamo in un 
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modo qualsiasi un gruppo Yi di n numeri appartenenti a verticali 
diverse e scelte tra quelle di grado più elevato (tali cioè che nes- 
sun'altra delle rimanenti sia di grado più elevato di quello di una 
qualunque delle n verticali suddette). Sopprimendo in Qo gli elementi 
di Yi» rimarrà un altro quadro Qi, il quale può anche contenere 
meno di n verticali, il che succede quando qualche verticale di Qo 
contenga un solo elemento e questo sia stato scelto a far parte del 
gruppo Ya- Fra tutti i quadri che si possono dedurre da Qo soppri- 
mendo ri elementi appartenenti a verticali diverse, quelli ottenuti 
scegliendo tali verticali nel modo indicato, godono evidentemente della 
proprietà di contenere il massimo numero possibile di verticali. Ope- 
riamo ora su Qi come abbiamo operato su Qo, cioè scegliamo ra ele- 
menti appartenenti a verticali diverse, scelte tra quelle di grado più 
elevato ecc. . . . Supponiamo che continuando in tal modo si siano 
potuti formare i gruppi Yi» Ya» • • • Ym» contenenti rispettivamente 
/'i , ^a , . . . rm elementi, tali che quelli di ciascun gruppo sono tutti di- 
versi. Poiché in Qo sono contenuti t?i + . . . + tu = n + . . . + r„, nu- 
meri, è chiaro che ciascuno degli elementi di Qo fa parte di uno dei 
gruppi Yi> • • • Ym. Ora può darsi che formato il gruppo Yi, non si possa 
più formare il gruppo successivo Yi+«» il che succede quando il qua- 
dro Qi, ottenuto da Qifi sopprimendo in questo gli elementi di Yi» non 
contiene ri+i verticali almeno, cioè tante quante ne occorrono per 
formare il gruppo Yi+i di n+i elementi. Se è possibile formare almeno 
in un modo i gruppi Yi > • • • Ym» allora noi possiamo considerarli come 
1", 2**, . . . m^^, gruppo di una permutazione del tipo (6), giacché in tali 
gruppi l'elemento i compare appunto t?i volte ed inoltre gli elementi 
di ciascun gruppo sono tutti differenti. Se dunque sono Xi,...Xri gli 
elementi di Yi» • • • Xri+...-i-r„_i, . . . Xk quelli di Ym, sarà 

I ?^i, • • • ?^n I , I Xri+...+r„_,+l , . • • Xk | 

una delle possibili permutazioni del tipo (6), e sarà 
ciiM ai,;.a . . . cii,x^ amM 

una delle combinazioni a due dimensioni delle an,,.. Umn- 

Se invece non è possibile formare almeno in un modo i gruppi 
Yi»---Ym> si conclude che non esiste alcuna delle combinazioni delle 

^11 » • • • ^^niii • 

Un altro processo più rapido e più elegante per giudicare se (sol- 
tanto se e non se e come) è possibile formare almeno una combina- 
zione delle a sarà esposto in seguito trattando delle proprietà di un 
simbolo che rappresenta il numero di tali combinazioni. Vedremo in- 
fatti a quali condizioni dovranno soddisfare le r e le r aifinchè il 
valore di tal simbolo, di sua natura intero e positivo, risulti mag- 
giore di zero. 
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Illustriamo ora quanto abbiamo detto cou un esempio. Sia la ma- 
trice 

Il Oìi (di (tu rtu <(w 
I tìr,i tf^ *fa» «3* fin 
I CTii «*a "aa «ai "aa 

di ilinieiisìoui m-^n^=^ ed ' //* — ;1 e supponiamo ri = 2^ f-i=^l, ^3 = 1, 
n = 1, ra — -ì, 7a = 4. Ordinando le verticali di Q» 



p* 



^6— ^ 



rispetto al loro grada si lia il quadro 



ri 



f* 



Il gruppo Yi contiene n = 1 elemento eli e dove essere scelto nelle 
verticali di grado più elevato; possiamo sceglierlo in una delle ver- 
ticali 1% 2^ 3", che sono dello stesso grado; scegliendolo nel Iti 1*, 
abbiamo il gruppo yi contenente il solo elemento 1, e sopprimendo 
tal elemento in Q^, rimane il quadro Qi 



n-1 



tu 

4 
4 



i'6 



Va 



V9 



Per formare il gi^uppo yi dobbiamo scegliere in Qi, la^ 3 elementi 

nello verticali di grado più elevato; ne sceglieremo adunque uno 
nella 2*, uno nella 3"^ ed uno nella I", o 4", o 5*, ad es. nella 1*. 

Adunque il gruppo Y» contiene gli elementi 4, S, 1 e sopprimendo 
in Qt tali elementi, si ottiene il quadro Qj 



tu — 1 r^ — 1 



^2 



2 3 



contenente soltanto quattro verticali. Per formare il gi*uppo y^ bi- 
sogna scegliere iu Qa,ra^4 elementi, appartenenti alle verticali di 
grado pili elevato; poiché Q^ contiene soltanto quattro verticali* cia- 
scuna di un sol elemento, il gruppo Ya conterrà tutti gli elementi 
di Qaj cioè 4,5,2, 3. 

Formati i gruppi YiiYaiT^t potremo comporre la permutazione 

Yi Y« Ya_ 

|T| TsT I 4523 1 

alla quale corrisponde la combinazione fhtfhAfWhi^^^fig&ffvsdm delle an.jtM- 

I gruppi Yt bì possono formare nell'ordine YjtYjìtT^t in generale in 

piìi di un modo, ma anche formandoli in tutti i modi possibili, non 
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Da ciascuna Sn deduciamo tutte le possibili successioni Snra, dimi- 
nuendo di una unità n numeri scelti tra quelli che sono diversi da 
zero. Otterremo un certo numero di Snn; da ognuna di queste de- 
duciamo tutte le possibili Snnu diminuendo di un'unità /s numeri 
diversi da zero e così continuiamo fino ad ottenere le Sn , . . . r™ . 
Ora osserviamo che esistono certamente delle Sn, perchè la S con- 
tiene n >L Vi numeri diversi da zero; però può non esistere alcuna Snis» 
il che accade quando nessuna Sn contenga almeno r» numeri diversi 
di zero ecc. . . ; può non esistere alcuna Sn . . . m. , il che accade quando 
nessuna Sn , . . . rm-i contenga almeno r,„ numeri diversi da zero. 
Quando poi esiste una Sn , . . . rm , essa è composta di tutti zero. In- 
fatti corrispondentemente ad una Sn ...r.,,, esiste un gruppo di suc- 
cessioni S, Sn, Snrs, ... Sr, , . . rm-i, Sn . . . rm , tale clic ciascuua si è 
dedotta dalla precedente e l'ultima di esse è la Sn . . . r„. in que- 
stione. Ora le unità sottratte complessivamente dagli elementi di 
tali S, Sn , . . . Sn . . . rm-, per ottenere la Sn . . . r.n sono ri + . . . + r» , 
cioè quante ne contiene la S «tessa; perciò la Sn . . .r.,. non può con- 
tenere che soli zero. Supponiamo ora che esista una Sn . . . r» . Essa si 
sarà ottenuta da una Sn,...rrm-i diminuendo di un'unità r,„ numeri 
aventi i posti ai,... ara ; la Sn...ru,-i suddetta si sarà ottenuta da 
una Sn...rn»-8 diminuendo un'unità r,„_i numeri aventi i posti 

;^i , . . . 2rm-i ecc ; la Sn si sarà dedotta dalla S diminuendo di 

un'unità ri numeri aventi i posti Si, ...en. 

Orbene se noi scegliamo nell'ultimo orizzontale della matrice 

Cfii aia «m 

^ai ^22 Osix 

^uil ^lua ^uin 

le ain,ai, ...ani.ar«, nella penultima le «m— i./?i ...ara-i,^r,„_, ecc — , nella 
prima le ai,n . . . «i.^n» otteniamo una delle combinazioni delle au... an,n. 
Infatti essendo la Sn,...rm composta di tutti zero, nelle Sn...rn.-i, 
Sri , S dalle quali è stata dedotta, compariranno, ad es., all'i"*'' posto, 
indipendentemente dall'ordine, i numeri ti, Vi — 1, a — 2, ... 1 e quindi 
delle a scelte nella matrice suddetta ve ne saranno appunto ri ap- 
partenente alla »™* verticale; è poi evidente che quelle appartenenti 
ad una data orizzontale, per es. la /"% sono in numero di rj. Ad ogni 
Sn...rm corrisponde adunque una combinazione delle a e viceversa; 
opperò tante sono le Sn . . . rm quante le combinazioni delle a. Risulta 
da quanto si è detto che: coìidizione necessaria e sufficiente pei* resi- 
stenza di una combinazione delle an , . . . amn è U esistenza di una Sn . . . r™. 
Un tal criterio è teoricamente semplice, ma è conveniente, dal punto 
di vista pratico, metterlo sotto un'altra forma. Abbiamo già osser- 
vato che nel dedurre le Sn dalla S, le Snrs dalle Sn ecc. . . può darsi 
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che non si arrivi ad una Sn , . . . r... Per es. non è possibile formare 
alcuna combinazione delle a appartenenti alla matrice 

(tu Gli aia Cu 

On «M ^28 «94 

Ctn Gat «ss C(u 

di dimensioni «•-► n = 4 edjf/i = 3 assumendo ri = l,ra = 4, 1*8 = 3; 

Ci =3, t?a = 3, Vt = l, t?4 = l quantunque sia ri4-/a + r8 = i/'i + *^'8"+" 
+ i?8 + Va; n j£ n, Vj :£ m^ giacché dovendo ciascuna combinazione 
contenere gli elementi delle prime due verticali, conterrà due elementi 
almeno di ciascuna orizzontale, e non potrà quindi contenere un solo 
elemento della 1* orizzontale. Non esiste adunque, relativamente a 
questo caso particolare alcuna Sn. . .r..>. Nel caso generale deducendo 
da una S una Sn , questa una Snra , ecc. . . possiamo sempre far in modo 
che ciascuna successione ottenuta contenga il massimo numero pos- 
sibile di elementi diversi da zero. Basta a tal uopo, quando si passa 
da una Sn ... ti ad una Sn . . . r,^.j , diminuire di un'unità n+i numeri della 
Sn...ri,r,^, tali cho nossuno dei rimanenti sia maggiore di alcuno di 
essi. Ora se procedendo con tale avvertenza, non riusciamo ad ottenere 
una Sn, . . .rm, dobbiamo concludere che non esiste alcuna Sn, . . .im e 
che è impossibile formare anche una sola combinazione delle an,...an)n. 
Se ad es. si avesse n = 5, w = 4; ri = 4, Vi = 2, Vz = 1, tu = 4, v^ = 2; 
ri = 1, rg = 4, n = 4, r4 = 4 sarebbe : 

S = 4,2,l,4,2. 

Per dedurre dalla S una Sn avente il massimo numero possibile di 
elementi diversi da zero, basterà nella S diminuire di un'unità n = 1 
numero, tale che nessuno dei rimanenti lo superi, cioè il 1^ od il 5^ 
ad es. il l^ Si ha così una Sci e precisamente la SiiE^3, 2, 1,4, 2. Se 
da questa vogliamo dedurre una delle Snr» aventi il massimo numero 
possibile di elementi diversi da zero, dobbiamo diminuire di un'unità 
i numeri 1^ 2^ 4?, 5^ giacché nessuno di essi è superato da alcuno 
dei rimanenti. Otteniamo così la Snrs = 2, 1, 1,3, 1. Analogamente da 
tale Sr,n deduciamo una Sniits avente il massimo numero di elementi 
diversi da zero, diminuendo di un'unità gli elementi 1^ 2®, 3^ 4® (op- 
pure 1^3^4^5^ 1^2^4^5'); otteniamo la Snr,r3= 1,0,0,2,1 e poiché 
essa non contiene r* = 4 numeri diversi da zero, concludiamo che non 
esiste alcuna Snrsn.t4. 

Conosciamo adunque due criteri per formare, se esiste, almeno una 
combinazione a due dimensioni dalle an, ...amn. È facile constatare 
che tali criteri non diflferiscono sostanzialmente tra loro. Infatti se- 
guendo il primo si deve formare un gruppo yi contenente certi e^ 
menti Ti,..xr, scelti in Qo nel modo indicato. Seguendo il second 
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deve dapprima formare una Sn deducendola dalla S nel modo indi- 
cato. Ora si ha: 

S :E ri , . . . rri , . . . Vn , . . . Vr,^ , . . . Vn 

dove Vti,. .. tVr, sono Vi delle v, tali che ninna è superata da alcuna 
delle rimanenti. Poliamo assumere quale Sn la 

Ni— Vi , . . . , t'n 1, .... , tVfj — 1, . . . , Tu 

e quale gruppo yi il g^'uppo 



contenente n numeri scelti sulle verticali ti'"", . . . in™* di Q^ (la ver- 
ticale i""* è composta di soli /)• Similmente alla Sm., dedotta dalla Sn 
precedente, si può far corrispondere un gruppo y» di r^ elementi ecc.. 
si comprende che se è possibile formare almeno in un modo una Sn . - . r« , 
sarà pure possibile formare almeno in un modo i gruppi Yi,...Ynie 
viceversa. I due criteri sono adunque equivalenti. 

Formazione ed enumerazione delle combinazioni delle aii,...a„,„. — 
Vediamo ora con quale processo data una combinazione delle ou.. , «nm 
si possano dedurre da essa tutte le rimanenti. Basterà evidentemente 
saper dedurre dalla permutazione 

I Si . . .6-n I I . . . Sk I 

dei secondi indici, relativa alla suddetta combinazione, tutte le per- 
mutazioni analoghe. Occupiamoci dapprima di un caso particolare; 
supponiamo cioè n = ra = . . . = r,,, = 1. Ogni combinazione delle a 
sarà del tipo 

5i, .«?2 . . . Sni, essendo la seconda permutazione contenente Vi volte l'in- 
dice 1, ^'a volte' rindice 2 ecc.. Una delle possibili permutazioni 

{si,,..Sn) è la (11... 122 2...7m...n) contenente ii numeri 

uguali ad 1, seguiti da V2 numeri uguali a 2 ecc. . . Le seconde 
permutazioni delle altre combinazioni sono pure permutazioni degli 
elementi 1, 1, ... 1, 2, 2, ... 2, ... ^i, n, . ,.n, e noi già sappiamo come si 
deve procedere per formarle rapidamente. Siccome poi sappiamo pure 
determinare il segno di ciascuna permutazione, sapremo pure deter- 
minare il segno di ciascuna combinazione delle a, il quale non diffe- 
risce da quello della 2* permutazione ad essa relativa. 

Esaminiamo ora il caso generale e supponiamo dapprima m = 2. 
Si vogliano ad es. formare le combinazioni relative alla matrice 



«11 «12 «18 «U «16 «16 «17 
«21 «22 «28 «24 «26 «26 «27 




'"""•^'■'"'■^^'^'•"■"'■^' "^ 
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di dimensioni »— ► 7 e T 2, assumendo ri = 4; r« = 5; ri = 2, t?2 = 1, 
ri= 1, V4, = 2, Vt = 1, Ve = 1, Vi = 1. Cominciando a formare la seconda 
permutazione di una di esse, ad es. la 



I 14231 14567 



(15) 



Nella 2* permutazione delle altre combinazioni gli elementi 1 e 4 
devono trovarsi sia nel P, sia nel 2® gruppo. Gli elementi che tro- 
vatisi nella (15) una sola volta sono 2,3,5,6,7 e le loro combina- 
zioni due a due sono (2,3), (2,5), (2,6), (2,7), (3, 5), (3, 6), (3, 7),(5, 6), 
(5, 7), (6, 7). Nella (15) compare nel 1^ gruppo la combinazione (2 3), 
perciò tutte le rimanenti seconde permutazioni si otterranno com- 
ponendo il P gruppo cogli elementi 1,4 e con quelli di una delle 
suddette combinazioni binarie ed il 2® cogli elementi 1 e 4 e con quelli 
fra gli elementi 2, 3, 5, 6, 7, che non appartengono al V. Tutte le se- 
conde permutazioni delle a sono adunque le 



|1423|14567| 
|1425|14 3 67| 
|1426|14357| 



(16) 



114671 142351 
e tutte le combinazioni delle a sono le: 

Oli (tu ai2 «18 «21 «24 Ctn a2« «27 
«11 «U «la «16 «81 «24 «as «88 «27 



«11 «14 «16 «17 «21 «24 «22 «28 «8B 

Se interessasse determinare il segno di ciascuna delle (16), il quale 
è anche il segno della combinazione corrispondente, basterebbe de- 
dun-e da una di esse, per es. dalla l*|1423|14567|,le rimanenti 
nel seguente modo. Si considerino nella (15) gli elementi che fanno 
parte di uno solo dei due gruppi; essi sono 2 e 3 per il 1** gruppo, 
5, 6, 7 per il 2**. Scambiando uno di tali elementi del 1** gruppo con 
uno di quelli del 2", per es. il 3 col 5, si ha la 

I 14251 14367 | 

che è la 2" della (16). Scambiando in una delle due permutazioni già 
formate uno degli elementi dal 1" gruppo diversi da 1 a 4 con uno 
di quelli del 2** pure diversi da 1 a 4, per es. scambiando nella 2* 
gli elementi 5 del 1"* gruppo e 6 del secondo, si ha la 

14261 143567 | 



PEfltODK.O DI MATEMATICA. 



f 



/ 



eh6 è la ^V delle (16). Similmente in una qualunque delle tre permu- 
tazioni già formate si potrà scambiare un elemento del 1** gruppo 
diverso da 1 e 4 con uno del 2*' pure diverso da l e 4^ e cosi via «i con- 
tinuerà, finché saranno comparse nel P gruppo tutte le combinazioni 
binarie degli elementi 2, 3, 5, fi, 7, una per ciascuna permutazione. Ora 
il segno della 1" permutazione scritta, oasia della | 1 42-^ | 14 567 1 
è — , giacche in essa sono contenute tre inversioni; il segno dellt? 
rimanenti si ottiene facilmente, giacche ognuna di esse si deduce da 
una di segno noto (la 2" dalla V\ la IV dalla 2",.,) scambiando due 
elementi appartenenti a due gruppi consecutivi e tali che ciascuno 
di essi trovasi in un solo dei due gruppi; basterà applicare il criterio 
già esposto, che si compendia nel teorema dianzi dimostrato, 

Xél caso generale essendo ■— *- « e T 2 le dimensioni della matrice 
data, siano Vm vat . - . Vu^ le i' uguali a due e r/j^ v^. . . v^^ quelle uguali ad 
uno. Saràp + 5 — *'^ ^' — '^i + ^'a "^ ^^'» + * . * + rap+ t'^ + . . - + t>^ — 
= 2p + ^* Le seconde permutazioni di tutte le combinazioni delle ^ 
si formeranno componendo il 1" gruppo con gli elementi ai * , . «,> e 
con /'i — ^ degli elementi ^i, p,, scelti comunque, il 2" con gli ele- 
menti aii , . . oti» e coi rimanenti n — p degli elementi Pj,..,^,^ non 
appartenenti al 1" gruppo. 

Se delle suddetto permutazioni interessa determinare il segno, 
basta formarle come segue. Se ne scrive una qualunque, e se ne 
determina il segno contando il numero delle inversioni in essa conte- 
nute. Il 1" gruppo di essa conterrà gli elementi (/i, , , , ap ed n — p 
degli elementi Pi,,,.Pq, cioè quelli di una delle combinazioni n—p 
ad n~p delle ^,... %; il ^'^ gruppo conterrà le ai,...aT* e quelle 
fra le fli, . . . p.j che non compaiono nel 1" gruppo. Dalla permutazione 
scritta si potrà dedurne un'altra scambiando uno degli ri — p elementi 
del 1" gruppo non comuni al 2", con uno degli r^ — p del 2" non co- 
muni al r*; il segno della nuova permutazione si dedurrà da quello 
della 1'" conformemente ai criteri già indicati. Così nel 1" gruppo sa- 
ranno già comparse due delle combinazioni n^-p ad n — p degli ele- 
menti ^i,.,,3.,;da una qualunque delle permutazioni già formate ne 
dedurremo ora un'altra scambiando uno degli elementi Pi.... p,^. del 
1" gruppo con uno degli elementi pi, . . .% del 1" gi'uppo con uno degli 
elementi fJi, , » , p.^ del 2"* ecc.», così continueremo finché ci saremo ac- 
corti che nel V gruppo sono comparse tutte le combinazioni ri — p 
ad n — p delle ji , * . , %^ Il segno di ciascuna permutazione si potrà 
determinare seguendo i criteri già indicati, giacché essa si ottiene da 
una di segno noto scambiando due elementi appartenenti a due gruppi 
consecutivi, (il 1" ed il 2''J, e tali che nessuno di essi è comune ai due 
gruppi. 

Il numero della combinazioni delle an,--'^D si determina facil- 



mente. Indichiamolo eoi simbolo l ^''' " ; (n, 



'v: 



Ir = ri + r.; 
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Infatti ciascuna delle combinazioni delle a, contiene gli elementi 
'^ij ed atì\ quindi eme si possono formare associando tali elementi a 
quelli delle combinazioni relative ad una materia che si ottiene dalla 



, sopprimendo la verticale t^*'\ ed assumendo quali coeflS- 
denti della dimensione ^-^ n — li uumeri r, , . * , ri_j , ti^i , . , . rn e 
quali coefficienti della dimensione f 2 i numeri ri — ì, n — 1- Per es. 
si ha; 

[1 1 1 1 22 2] _ [1 1 1 1 22] _ ri 1 1 1 2 1 _ ri 11 11 
L 4*ì J~L 35 J~L 24 J-L Kl 1 

si ha pertanto in generale: 



Pt 



P^ 



pi 



ovvero^ indicando una successione di a numeri ugnali ad (* con n i , 
L n , r* J [il — Ih, ra — JJa I ' 

Le differenze ri — pa ed r* — p* non «ono mai negative, essendo 
Pa^ri, r», li simbolo i '^^ 1 rappresenta il numero delle 

combinazioni relative ad una matrice di dimensioni »--*pi con coef- 
ficienti nguali ad 1, e J 2 coi coefficienti /'i — p», n — jh^ Si ha, come 

e evidente, e come risulta dal processo esposto per la formazione 
delle combiTiazìoni relative ad una matrice di dimensioni m-^ n 

eJS; 

^ pCPxì 2,p-,i1 r Iri 1^/ m \l Pi \ 

Ad es. è: 

[^•'A"'H".y'H-2';; ]-©-©=« 

In tal caso è pi = 5; j;3 = 2j ri^4; ra — 5* 
Si ha in particolare 



lo,;]-(^;)=©-- 
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Esse e ]a (17) sono tutte le seconda permutazioni aventi comune 
il ri** gruppo [ 53 I , Gli elementi differenti dei tre gruppi della (17) 
sono 1, 2, 3, 4 5^ e le loro combinazioni binarie (due a du<?) sono (1:^) 
(1 3) (1 4) (1 5) (2 :ì} {2 4) {2 5) t:^ 4) %ì 5) (4 5). Di esse, nelle pennnta- 
zioni sinora ottenuta, una .sola trovasi nel ;ì** gruppo ed è la ('>8). 
In una di tali permutazioni scambiamo un elemento del 3*' gruppo 
con uno di quelli dei gruppi V o 2", in modo da far comparire al 
3** gruppo un*altra delle suddette coni Vii nazioni binarie; (avvertendo 
al solito che nessuno degli elementi scambiati sia comune ai gruppi 
ai quali essi appartengono; per es. non si potrebbe scambiare nella 
I 13 I 214 ! 5:ì ! l'elemento 3 del 3^ gruppo coH^^lemento 1 del \\ 
perchè esso elemento 3 è comune al 1* e 3^ gruppo); procuriamo inoltre, 
se è possibile, di scanibiaro due elementi di due gi'uppi contigui, cioè 
del 3* e 2** gruppo. Scambiando ad es, nella I 13 ] 21 4 | 53 | l'eie- 
33fieuto 5 del 3* gmppo coirelcmento 2 del 2*, si ba la 

1 13 I 514 I 23 I 

dalla quale, mediante l'operazione 0^, si deducono le 

I 1 5 I 3 1 4 1 2 3 I 
I 14 1 513 I 23 I , 

Esse e la | 13 I 514 [ 23 | sono tutte le permutazioni aventi 
I 23 t quale terzo gruppo, E cosi abbiamo già formato sei permuta- 
zioni. Tn una qualunque di esse scambiamo un elemento del 3"* gruppo 
con uno dei gruppi rimanenti^ preferibilmente con uno del 2** gruppo 
che è conti gno al 3", in modo da far comparire al 3* gruppo una delle 
suddette combinazioni binarie* diversa però dalle (5 3), (23). Scam- 
biando ad es, nella 1^, cioè la |13|214]53| releniento 5 del 
3" gruppo coll'elemento 1 del 2*^ si ha la 

i i;ì I 2r.4 I 13 I 

dalla quale mediante l'operazioite Oj si deducono le 

I 12 I 3r.4 1 13 I 

1 15 I 32 4 I i;i I 

1 14 I 3:2'. I 13 I 

■ I 3 4 j 1 2 5 I 1 3 I 

I 35 I 124 I 13 1 
I 32 I 154 1 13 I 
I 25 1 314 I 13 I 
12413151131 
I 54 I 312 [ 13 I 




Si hanno così ti 
I 1 3 I . Ed ora si ce 
cioè tutte le permui 
binazioni binarie sud 
scambiando nella | 1 
del r e 3^ gruppo, ; 



e da questa, median 



Similmente scam 
ad es. nella | 1 3 | 2 
2** e 3" gruppo, si h 



sulla quale non si p 
elemento del 1° gru 
del 1" gruppo fanno p 
gli elementi 4 e 3 r 



sulla quale noA si 
1" gi'uppo sono pure <; 
gli elementi 1 e 3 r 



dalla quale, mediani 



si sono cosi già fon 
quali il terzo gruppi 
(43), (52), (54). (51). 
3" gruppo è una de" 
esempio scambiando 
già formate) gli eie: 
ha la 

e da questa, mediai 
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Scambiando ancora nella | 1 3 f r> 1 4 | 23 | gli elementi 4 e 8 ri- 
spettivamente dal 2*" e iì*' gruppo, si ha la 

1 1 3 I ^ 1 *-i ) 2 4 I 

sulla quale non si può esogniro la CV Tjifine scambiando ad es. nella 
I 1 3 I :^ 54 I IH I (la T^'** delle permutazioni già formate) gli elementi 4 
e H rispettivamente del 2" e *t' gruppo si ha la 

I 13|253 I 14| 

dalla quale^ mediante la 0^, si banno le 

\2S\ 153| 14 I 
)53 12131 14 t . 

Si sono così ottenute trentuna seconde permutazioni delle combina- 
zioni delle an...((a&: nessun altra è possibile alT infuori di esse. 

Se occorresse determinare il &iegno di ciascuna permutazione, e 
quindi anche quello della combinazione ad essa corrispondente, si do- 
vrebbe anzitutto determinare quello della T' permutazione formata, 
cioè la ] 1 2 I 3 1 4 I 5 3 I . In essa sono contenute due inversioni, e per- 
ciò le compete il segano 4-; il seguo delle rimanenti porniutazioTji m 
determinerii seguendo le norme dianzi indicate. Queste sono poi piii 
facili ad applicarsi quando ciascuna delle pcrniutazignì (la !■' eccet- 
tuata] si ottiene da uu*iìltra mediante lo scambio di due elementi ap- 
partenenti a gruppi consecutivi; perciò, nel formare le vario permu- 
tazioni, e conveniente, ma non necessario, se vuoisi determinare il 
segno di cìtiscuna, operare soltanto scambi tra elementi di due gruppi 
contigui. In tal modo abbiamo appunto operato nel formare le suddette 
trentuna permutazioni. 

Si e visto teste, che fra le trentuna permutazioni formate, ce ne 
almeno una nella quale il terzo gruppo è una qualunque della com- 
binazioni binane (12), (13) , . < degli elementi 1, 2, 3, 4. 5, Ciò non succede, 
nel caso generale, quando una o piìi delle Vi, raj_ . r,i è u^^ualo a tre. 
Per esempio volendo formare le seconde permutazioni delle combina- 
zioni relative alla matrice 



^ht 


rtu 


(fis 


On 


fìii 


^2a 


f^sit 


a^ 


Osi 


fìfjRi 


ffs» 


ffu 



f _ 



supponendo n ^ 1 . r, ^ 3, ts = ;3 ; ti = 2 ; pi = 3 : Cs ^ 1 ; Cj = 1 , comin- 
cìerà a scriverne una ad esempio la 

1 2 I 2 ?! 1 M 1 2 I 
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Essendo ra = 3 ogni gruppo di una qualunque di t^li permutazioni 
dovrà contenere Telemento 2, e quindi delle quattro combinazioni ter- 
narie degli elementi 1, 2, 3, 4, quelle che possono essere 3** gruppo di 
una permutazione sono le (123), (234), (214). Nella |2|231 |412|il 
3*" gruppo è rappresentato dalla (412). Da essa non si può dedurre 
alcun'altra permutazione avente comune il 3° gruppo, giacché non si 
può eseguire su essa Toperazione 0» . Gli elementi del 3"* gruppo non 
possono poi scambiarsi con quelli del 1"*, e soltanto Telemento 4 di 
esso può scambiarsi coU'elemento 3 del 2<* gruppo. Eseguendo un tal 
scambio si ha la 

|2 |241 1312 I 

sulla quale non si può eseguire la Oa. Le due permutazioni formate 
sono le sole possibili. Per altro esempio vedesi che dalla 1 1 3 | 3 1 4 | 2 3 | 
si possono dedurre soltanto le |13|312|43|;|131342|13|; 
I 4 3 I 3 1 2 I 13 I ; I 2 3 I 3 4 1 I 1 3 I . Le combinazioni binarie degli ele- 
menti 1, 2, 3, 4 sono sei, e quelle che possono costituire il 3° gruppo 
sono soltanto tre e precisamente quelle che contengono l'elemento 3. 
Risulta da quanto è stato detto che per formare le seconde per- 
mutazioni di tutte le combinazioni relative ad una matrice di dimen- 
sioni »-f n e f 3, basta: P scriverne una e badare se essa contiene 

elementi comuni ai tre gruppi; 2" formare quelle fra le combina- 
zioni rs ad ì's dei numeri 1, 2, 3 . . . w, che contengono tutti gli elementi 
comuni ai tre gruppi della permutazione già scritta, e nel caso che 
non esistano elementi comuni, formare le combinazioni Vz ad rs dei 
numeri 1, . . . n; 3" eseguire l'operazione Oa sulla 1* permutazione for- 
mata; 1" scambiare in una delle permutazioni formate un elemento 
del 3" gruppo con uno dei gruppi rimanenti, in modo da ottenere una 
permutazione nella quale il 3" gruppo sia una delle suddette combi- 
nazioni rs*^^® degli elementi l,...n; 5" eseguire la Oa sulla permuta- 
zione ottenuta quale resultato del suddetto scambio ecc e cosi 

continuare, finché non si é potuto accertare che mediante uno scambio 
da eseguirsi tra un elemento del 2** gruppo di una delle permutazioni 
formate ad uno dei gruppi rimanenti, è impossibile ottenere una per- 
mutazione nelle quali il 3" gruppo sia una delle combinazioni /V"® 
differente da quelle che hanno figurato, quali 3" gruppo, nelle permu- 
tazioni già formate. 

Si osservi sempre che: ogniqualvolta si scambia un elemento 
del 3** gruppo con uno di quelli del 2** e del 1", lo scambio può ef- 
fettuarsi su una qualunque delle permutazioni già formate; 2*" sulla 
permutazione ottenuta quale risultato di un dato scambio deve sem- 
pre eseguirsi la Oa; 3" Tordine secondo il quale si può comporre il 
3" gruppo cogli elementi di una delle suddette combinazioni rs*"^ è 
indifferente; 4** la permutazione che deve scriversi per la prima può 
essere una qualunque delle permutazioni possibili. 
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T/operaztone med iati tf^ la quale da una permutazione a tre gruppi 
detta fondamentale si deducono le altre, seguendo la regola ora enun- 
ciata, si itidicberà con 0». Così si dirà ad es. che le seconde permu- 
tazioni delle combinazìoui detle ^u < . > «'ac» (esempio citato teste), si sono 
ottenute dalla 1" (fondamentale) | 12 | *ì 1 i | 5 2 | eseguendo su 
essa r operazione 0». Tale operazione è stata descritta or ora. Essa 
può anche eseguirsi se gli elementi differenti dei tre gruppi della 
permutazione fondiunentale non sono numeri consecutivi; in ogni eas^o. 
se il :V^ gruppo contiene i elementi, esso è .sempre una delle combi- 
nazioni r'"^'' degli elementi diversi appartenenti alla permutazione fon- 
damentale. Per es. se la permutazione fondamentale fosse la 

1 :i I 1 fi I 1 3 I 

gli clementi differenti di essa sarebbero l,'if> e le loro conibinazioai 
due a due, (gli elementi del 3' gruppo sono appunto due), sarebbero 
(13), (Ifi), mi Una di esse, la (1:^), è terzo gruppo nella | 3 | 16 | 13 | , 
dalla quale, mediante la Of si deducono le 

I 1 I 36 I 13 I 
I 6 i 13 I 13 I 

Scambiando nella | 3 | 1 [ 1 3 | gli elementi e 3 rispettivamente 
del 2*^ e 3*^ gruppo, si ha la 

I 3 I 1 3 ) 1 6 I 

sulla quale non si può eseguire la Os . 11 terzo gruppo di essa e la 
combinazione binaria (16), Scambiando infine in una delle permuta- 
zioni già formate, ad es. nella | 1 j 3 6 | 13 |,gli elementi 6 ed l ri- 
spettivamente del 2" e 3" gruppo, si ha la 

I 1 ! 31 I 63 1 

sulla quale non si pub eseguire la (\ . In essa il 3* gruppo è la coni* 
binazione binaria (63), Adunque il risultato della <)n eseguita sulla 
] 3 I 1 6 I 1 3 I è il complesso di altre quattro permutazioni. 

E anche da notarsi che pub esistere una perniutazione a tre gruppi, 
dalla quale non si possa dedurre aleun^altra permutar^ione, per T im- 
possibilità di eseguire anche im sol scambio tra elementi di due gruppi 
differenti. Tali ad es. sono le permutazioni 

I 21 I 1 I 321 1 
I 54 I 4 I 854 I 

( -Olisi»] eriamo ora una successione a quattro yi'U[»pi ad es. !a 

I 12 I 314 I 53 1 A. I 




PERIODICO DI MATEMATICA. 



101 



nella quale il quarto gruppo è indicato con A*. I primi tre gruppi 
di essa costituiscono Ia!12|314|53|, sulla quale dianzi abbiamo 
eseguita la 0», deducendone altre trenta permutazioni. Orbene diremo 
risultato della Oa, eseguita sulla suddetta permutazione di quattro 
gruppi, il complesso delle permutazioni ottenute scrivendo il gruppo Ai 
accanto a quelle ottenute eseguendo la 0» sulla | 12|314|5 8|. 
Esse adunque sono le 

I 13 I 214 I 53 I Ai I 
I 14 I 312 I 53 I Ai I 
I 13 I 514 I 23 I Ai I 



Occupiamoci ora della determinazione del numero delle combina- 
zioni relative ad una matrice di dimensioni »-► w, (coefficienti vu,.,Vn), 

e J 3, (coefif. n , ra , rs). Indichiamolo col simbolo ^" ' " I ed osser- 

l ^1 ^2 >*8 I 

viamo che se una delle v, ad es. Vi, è uguale a 3 si ha: (*) 



ri...t?i-i,3, t7s4.i,...t;n 



n rt ì'i 



1[ Vi...Vi-i,ViJ^i...Vnl 

J L/i — 1, ra — 1, rs — 1 J' 



Per es. è: 



r 11 2233 ]_r 11223 1 [1122] 
L 345 J~"L 234 ì'^l 123 J 



Oltre a ciò il valore del simbolo ^ " * "" 1 è indipendente dall'or- 
dine di successione delle y e delle r. Supponiamo che tra le v si tro- 
vino Pi numeri uguali ad 1, p^ uguali a 2 e p^ uguali a 3. Sarà : 
2t; = ri + ra + r» ossia Pi + 2pa + 3^8 = n + r» + n ;Pi+P2 + P3 = n. 

Potremo sempre ridurre il simbolo ^ ! " alla forma : 



[ 



Pi Pi Ps 

TTm 2^^ 37.^3 



1 



ovvero, giusta la convenzione di indicare la successione a a, 

di X numeri uguali ad a, col segno «(;.), 



[l(pi) 2(pj) 3:p3) 1 
ri r2 /\3 J 



f*) Tralascio la dimostrazione di questa ed altre proprietà del simbolo ••• n . ^gg^ , 

L ri , 1-2 , ra -J 

casi particolari di proprietà del simbolo • • • o | ^j^^ saranno dimostrate in seguito. 

L n . . . »'m J 



(in . 


■ . "l Tpl ' 


. *^i* n — |te 


rtfli. 


<^ft3tPl^ 


» - "ai II — Ite 


fìfai . 


. . (fmpt. 


. *'a* Il — p4i 



Per la I" proprietà, testé enuueiiita, dèi simbolo l *,""//'] ^i 1*^- 

l'i ri ra J~l n—ps, ì's — pt, Ti — pil 

ed è /^i -i- l^^Ja = (^'i — Pi) + (il '- pz) + (^3 — /^a). 

Il numero tlelU^ eouibiiiazioai delle f/ii.<*''8ii e iluiique uguale a 
quello delle eonibinazioui relative alla matrice 

M - 

ove 8Ì assumaoo quali coefficienti della dimensione T H i numeri ^i — pt, 

'"a — /J« , ''a " i'a e quali eoeffieieiitì dt-lla dimensione m-t^n^p$ ì nu- 
meri 1 , . . 1 2,^,2 (esìgendo ìt = />, -|- ih+Pn è appunto n — p^ = 

Pi P^ 

Non e escluso che una delle differenze n—pn^Vw — Pa^it — pt sia 
nulla. Se è nulla ad es. la n ^p^ si ha n =:pa e pertanto pi + 2/^^ = 
= ('"a ^Pa) -r ('a — Ih)^ In tal caso Bi ha : 

[i7i.,,iui r iipti 2(iHi ir i[fi] ì Pi! (^ì 

n ì'i ? a I iri—pa.n-pi \ [ rs—p^-p^.n—p^—pM I Ìn-pt-pny\r:t-JH-p:/t\^- 

Due più delle suddette differenze non possono es^sere contempo- 
raneamente nulle; se ad es* fosse ri^pa^O; /a — pi=^0, sarebbe 
Pi + 2p2 = rs — 2^9 ossia j^ ^ pi + 2ps + /j» , mentre invece il massimo 
valore di n t^ pi + Pi+j^a^Ji* 

Ciascuna della combinazioni relative alla suddetta matrice di di- 
mensioni li— >- n — pa ed f 3 contiene n — ;>a fra le fi^ , «,3, , , , ft,,(,_p^, 

le quali si possono considerare come elementi di una delle f __ ] 

combinazioni n — pa ad ri — j?i di esse au , , , , rti,„_pa. 

Le t'ii .. ./'i, 11-115 possono riunirsi in due gruppi; Ìl 1** contenente 
le cfii * . . Oupù il ^*^ 1^ f'iipi+u - ■ ■ f'iTD-i>, - Ciascuna delle suddette com- 
binazioni delle Oh , - * , (^irn-P9 conterrà ad es. tti della rtn ♦ . , ffi.pi e ^^ 
delle tìri,pi+i , , , , fifiT&-p^ e sarà sempre r.i + ^a = ri — |^. 

D'altronde ò nota la formo la d'analisi combinatoria; 



{is) 



!;•! Si * «udito eunteiuionaloietite f ^'t'i^ ''^ n- | iuvects a J ^ P^ ^'^W^ 1. 

i- t^ — piì , t*^ — i»A ^ Mi , *ì — j a I lìi - ^ - 
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nella quale il segno S deve intendersi esteso a tutti i sistemi di 
valori positivi interi anche nulli delle 7:1,7:2, tali che T:i-]-TZ2 = h, e 

ritenendo ( q) = 1 anche se X = 0. Supponendo h = ri — pa, ogni ter- 
mine del 2° membro della (18) rappresenta il numero dei modi se- 
condo i quali si possono scegliere 7:1 delle an. . . , oi^p^. e 7:2 delle ai,pj , j. . . 
. . . rti.n_p3 , in modo da avere complessivamente 7^1 + ^^a = ^*i — Pb ele- 
menti. Ora ciascuna combinazione relativa alla matrice M contiene tti 
delle ^11. .. ,ai,pi e 7:2 delle ai,p^^\ , . . ai^n-p»; soppressi tali elementi, 
ne rimangono altri rg + rs — 2p8, i quali costituiscono una combina- 
zione relativa ad una matrice che si ottiene dalla M sopprimendo 
la P orizzontale e le tti verticali alle quali appartengono quelle fra 
le c/u . . . , r7i„,i che fanno parte della combinazione che si considera, 

ed assumendo quali coeflScienti della dimensione | 2 i numeri n — pa, 
n — pa e quali coefficienti della dimensione*—^ n — ps — tìi i nu- 

.1 1 2... .2 

meri ^^ — ; » ' ^^ '- 

Pi — TUi + 7C2 P2 — 7:2 

Adunque le combinazioni relative alla matrice M, aventi comuni tti 

elementi scelti tra le «n . . , : </i,pi e 7:2 scelti tra le «i,pj-fi,. . .ai,n-p8, 

sono in numero di 

[l(pi-.-Ti4-^s; 2 ps-jrai I I l(pi-.-n+--T2) "I 

r2 — P2 , /"S — Ps .1 ~~ l (^2— Ps)— (^2— 712), (rs— Ps)— (P2— 112) J ' 

E si noti che essendo pi + 2 P2 + 3 ps = ri+ ^2 + rs e 7:1 + 7U2 = n — p,, 
si ha pure: (pi — tci + 712) +2 (p2 — t^s) = (^2 — Ps) + (^s — Ps) come deve 
essere. 

Si ha pertanto la formola: 

L n 1-2 rs J .Ti+Tra^n-psUi/ \7r2/L r2 — Ps, ^8 — P2 J ^ ' ^ 

.-ri+.-Ts'lii-paUi/ \7:2'L(^2— Ps)— (P2— 7:2), (/-s— Ps)- (Pa— 712)] 

nella quale il segno 2 deve intendersi esteso a tutti i sis.temi di va- 
lori positivi interi anche nulli delle 7:1,7^2 tali che: 

^1 <.Pi; ^2 <.P2; TTi + 7:2 = n — Ps; P2 + Ps — r2 <. 712; P2+Pa — r» < 7^2. 

Imponendo a 7ìi e 7:2 tali condizioni, le differenze (r^ — ps) — (P2 — 7^2) 
e (rs — Ps) — (p2 — 7:2) sono certamente positive. Si può anche (ed è 
conveniente) assoggettare 711 e 7^2 alle sole condizioni 

^1 <'Pi; ^2 <"P2; 71:1 + 7^2 = ri — pz 

convenendo di ritenere nullo (=0) ogni termine della forma /' 7 

oppure j 7 7 I, A essendo positivo e diverso da zero. La (19) sussiste 
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I 



I 



piJìT cambiando nel 2^ nienibro n in rj e quindi r^ m n oppure n ili ^^ 
e (juiiiili i'a iri n. Infatti le con^sideniKÌoni fatte relatì veniente' alte 
1* orizzontale della matrice M si possono fare relativamente a eia- 
*3cnna delle arizzontali ^Z** e '^°. 

Esaminiamo ora alcuni casi particolari. 

1\ Se pj = 0,;h 4= *^^*^i^ + *^i «ara Pi + 2 pj = n + rt + ri e si avrà: 

l ^ì ra /'a j .Ti+^3-n {nj \T^J [ t'a — J>i + 7:», ra — J^ + TTi 1 

.-ti+.Tj n \tZiI ^7^ ' \ r^ — ps + TZa / ' 

2*, Se p^ ^ 0, e p>=^ 0, è ri + ri + n ^i?i e dovendo essere i^t '< pi : 
t:, <Ps!, sarà t^s =^0 e quindi ÌI solo sistema di valori dell*» t:^ e ^a tali 
che 7:i + itìi = /i| sarà il sistema rijO; pertanto si ha dalla forinola 
precedente : 

L nrjirs J \-J L ri r* J UJ l r^ / ni ni r»! ' 

3^ Se Pl ^ ; P'j ^ 0; pz ^ 0, è pi + '^ A "^ ''i H~ '"a + r^r e dovendo es- 
sere TTa^pa, sarrt, 7iu = 0, quindi il solo sistema di valori di Kì e r^ 
tali che tui + iia ^^ n^pi, è il sistema r^ — pi, 0. Si ha quindi dalta (lU); 

L n r.j Ta J ~ [n —pj L r» — pa, /a — pa J 

^/ J^ Wpi — rt+p<\_ Pi! 

In—paM ra — pa ^ (ri— pa)M^t — A)- i'V — pa)!* 

Si noti che essendo ri, r^, ra.^Tpaf le differenze r» — ps, r^— ps* 
r<^-^Pt ncm sono mai negative. 

4''. Se pa = 0, Pi ^ 0, pa =1= 0, sarà 2py^ri -f- r^+ra , ed essendo tti <'pi , 
sarà Tii^^U; quindi il solo sistema di valori dalle t^i , -t tali che 
::i + 7:a^ri, è il sistema 0, ri. Si avrà quindi dalla forniola relativa 
al caso particolare indicato al n. 1 : 

L t\ ra ra J l r J Lra— pa+ri, r*— pa+rj ] (pa ~ n ì ! (p^ — r*) : {pa — ra)! 

5^. Se pi = ti, Pa H^ * ), Pi ^ 0, sarà 2pij + 3pa ^ ri -]- r^ -f- ra , e dovendo 
essere :ri <" pi, sarà tii ^^ 0; perciò il solo sistema di valori delle ni , %t 
tali che ui + 1:3 = n — pa, sarà il sistema 0, n — p^. Si avrà adunque 
dalla {V.ì}: 

r2|p,)3p,l / pa \r In-p.^ 1 

L /i ra rt 1 Vi — p»f In + ri — Pì — 2pa, ra+ / 1 —p^-— 2pa I 

Iri -^ p:j ' Va -f ri —ps — :^pJ 
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Ili caso: m = 4. Si vogliono ad esempio formare le combinazioni 
relative alle matrice 

«Il «1« Cllt «U «16 

Cin (tn On 021 Og» 
«il ciwà On Ou «86 

(Ul «41 «a «U «46 

di dimensioni »--► 5 e J 4 assumendo n = 2, Vt = 3, ra = 2, r4 = 4; 

i;i == 3, t'a = 2, t?8 = 3, 1-4 = 2, t'6 == 1. La seconda permutazione di una 

di esse è la 

I 13 I 124 |53 I 1234 |. 

Eseguendo su questa l'operazione Os, si hanno altre trenta permu- 
tazioni, le quali assieme alla |13|124|53|1234| costituiscono il 
complesso delle seconde permutazioni aventi 1 1 234 1 per ultimo gruppo. 
Gli elementi della |13|124|53|, formata coi gruppi della permu- 
tazione suddetta, sono quelli della 1* delle trentuna permutazioni for- 
mate studiando (quando si trattava il caso m = 3) le combinazioni 

«11 «15 



relative alla matrice 



«81. 



, nell'ipotesi ri=2, ra= 3, r8=2; 



t?! = 2, t'a = 1, i?8 = 2, Vi, = 1, V5 = 1. Perciò, se accanto a tali permu- 
tazioni scriviamo il gruppo | 1234 |, noi otteniamo le suddette tren- 
tuna permutazioni di quattro gruppi. Esse adunque sono le: 

P I 13 I 124 |53| 12341 

2- I 12| 314| 531 12341 

3» I 141312 I 53 11234 | 

4^ 1 13|514|23 |1234| 



31"»« |53 |213 I 14 11234 | . 

Le combinazioni 4 a 4 (4 è il valore di n) dei numeri 1, 2, 3, 4, 5, 
sono le (1 2 3 4), (12 3 5), (12 4 5), (1 3 4 5), (2345); nelle permutazioni 
finora ottenute il quarto gruppo è rappresentato da una sola di esse, 
la (12 3 4). Scambiamo in una qualunque delle trentuna permutazioni 
formate un elemento del 4*^ gruppo con uno dei gruppi rimanenti, in 
modo da ottenere una permutazione nella quale il 4<* gruppo sia un'altra 
delle suddette combinazioni quaternarie; per es., scambiando nella 
1* l'elemento 4 del quarto gruppo coll'elemento 5 del terzo, si ha la 

I 13| 124|43| 12351 

dalla quale, mediante l'operazione Oa, si possono dedurre tutte le altre 
permutazioni aventi comune con essa il quarto gruppo 1 1 235 |. Poi- 
ché la | 1 3 | 1 2 4 | 4 3 | formata coi primi tre gruppi della 1 1 3 1 1 2 4 | 
I 4 3 1 1 2 3 5 1 contiene i>i =1 elementi presi una volta, ^8=3 elementi 
presi due volte e j?8 = elementi presi tre volte, e poiché i gruppi 
1^ 2^ 3^, di essa contengono rispettivamente n = 2, ^2 = 3, n = 2 
elementi, il numero delle suddette permutazioni, aventi comune il 
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ve ne sono) comuni a tutti i gruppi; se non vi sono elementi comuni 
a tutti i gruppi, si formano tutte le combinazioni n ad r^ degli elementi 
diversi della permutazione data; 2^ si eseguisce su essa l'operazione Os; 
8** si scambia in una delle permutazioni formate un elemento del quarto 
gruppo con uno dei gruppi rimanenti, in modo da ottenere una per- 
mutazione nella quale il quarto gruppo sia un'altra delle combina- 
zioni ri ad n suddette; 4^ si eseguisce sulla permutazione ottenuta 
l'operazione Os ecc.... e cosi si continua finché non si è potuto accertare, 
che mediante uno scambio, da eseguirsi tra un elemento del quarto 
gruppo di una delle permutazioni formate ed uno dei gruppi rima- 
nenti, è impossibile ottenere una permutazione, nella quale il 4® gruppo 
sia una delle combinazioni u^^^ suddette, diverse da quelle che già 
hanno figurato quale quarto gruppo in una delle permutazioni formate. 
Se gli elementi differenti della | Ai | Aa | Aa | A* | sono i numeri 
1, 2, . . . n, si può determinare, se occorre, il segno di essa, il quale è 
quello di ( — 1)^ , |i essendo il numero delle inversioni che gli elementi 
di ciascun gruppo fanno con quelli dei gruppi che esso ha a destra. 
Noto il segno della | Ai | Aa | As | Ai | , si potrà facilmente determi- 
^nare quello delie permutazioni da essa dedotte, seguendo i criteri già 
noti; infatti ciascuna di esse a cominciare dalla 2% si deduce da una 
' segno noto mediante lo scambio di due elementi appartenenti a 
ippi differenti. Giova anche osservare che pili facilmente si potrà 
^rminare, ove occorra, il segno delle permutazioni, se si sarà avuta 
ertenza di dedurre possibilmente ciascuna di esse da un'altra 
ite lo scambio di .due elementi appartenenti a gruppi contigui. 

".hiamo ora col simbolo ^ ''il numero delle combina- 

L *'l ^2 f's f'i 1 

titive ad una matrice di dimensioni *»— ► n (coi coefficienti 

ed J 4 (coi coefficienti n, ra, rg, n). Il valore di tal simbolo 

^nte dall'ordine della v e della r (*), dimodoché si può 

orlo ridotto alla forma 

[1(|M) 2 PS» 3(p3) 4(p4) 1 
ri /'a rg Ti .1 

i, . . . rn ve ne saranno pi, pa, Pz, Pi rispettivamente 
4, (è sempre ti <.4). Si ha poi 

) 2 p,^ 3(p3ì 4(p4) "j _ r l(pi) 2(p,) B.ps) 1_. 
ra rg /-i ] l ri— Pi, ra— p*, rg— p*, fU—p^, J 

(Pi\ [Pi\ (Pi\ [ Ipi-Ti+'Ti 2 :p.-;TH-.t3) 3(ps-.T,. 1 _ 
izj\rj\rj L ra — ;>*, r, — 2>4, ri — pi, J 

r l(pi— .Ti+.Ta, 2rpj-.-rs-|-.-i3) I 

(r8-p4)-(p8-7C8),(r8-/>i)-(pg-7ig),(ri-pi)-(pg-5:8)J 

roprietà del simbolo • • • » essendo eati particolari 

*^ L n »•? »-s »-4 J 




h,. 

.e 8 
i il 

ari 

do 

d( 

. Il 



lenf 

lor 
a 7 



2., 

4,^- 

ere 



3p 
ri- 
si.' 
r* 



Il 
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cinque), è [l''^ 3^^' g^^'i] (*)• Si ha infatti: p^=^h P2=2, p,=2, p,=0. I 

sistemi di valori delle tti, ira, 7r« tali che: tti <.l; 7Ca<.2; ::s<.2; 
TTJi + ic« + ^» = ''1 — 1^4 = 2, sono i cinque seguenti: 





Pi = 


1 p. = 2 p, = 2 




Iti 


+ 


n, + n. = 2 


1» 







2 


2» 







1 1 


3» 







2 


4» 


1 




1 


5» 


1 




1 • 



Pertanto, si ha per la (20): 

Applicando la (19) si trova: 

[sVé]^^^"*^'^"^' [2\\| = «"*'5 [l^0^2] = *'"« 

[273] = *'^^5 [lV2l = "°« 

pertanto : 

[2 '^ 3^ '2^ 1] = 1-22 + 4.8 + 1.3 + 2.3 + 1.2 = sessantacinque. 

Abbiamo testé imparato ad esprimere il simbolo ^^^^ ^f*^ ^^^ *^*' 
mediante simboli del tipo 1 ^ * 1 . Procediamo ora alla ricerca di 

IpipspsJ 
un'altra espressione dello stesso simbolo. Dividiamo le n, rj, rs, n in 
due gruppi: il 1" contenga due qualunque di esse ad es. le n, ?-a; il 
2^ le due rimanenti, cioè le rg, n. Consideriamo le due matrici 



|ii = 



(12- 



flfii Clia . . . aiu 
aai a» . . . Oau 

(tu CI42 . . . Clin 



(V S.rÌTÌ.D,o [ '<;> ;% '^<« ] mv..e di [ 'W, '^t» »(« ^*(«' ]. 
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ed assumiamo quali coeiBcienti della dimensione 

n, 'a, e quali coefficienti della dimensione ■►-► w, n 
nulli hi,...hn, tali che: hi<_2; hi<LVi; hi>LVi 
tali inoltre che, dicendo 61, sa il numero di qi 
uguali ad 1 e 2 ed r^i, kjs il numero di quelle fra 
t'a — hi,,..Vn — hn che sono rispettivamente uguali i 
T^2 ^ ^3, r*. Al solito supponiamo che tra le v ve ne 
uguali ad j. Sarà 21p = n. Assumiamo quali eoe: 

sione f 2 della matrice |i2 i numeri rs^n, e quali 
mensione »-► n i numeri z?i — Ai, t?2 — *9 , . . . t^n 
= n + >'2 + » 8 + ^'4 e SA = fi + r2 sarà S (t? — h 
riamo la matrice 



GTii ai2 . . 


.«in 


»9i ^22 . . 


. «2u 


«81 «83 . . 


.«811 


«41 «42 . . 


.«411 



È chiaro che associando gli elementi di una c< 
alla (Il con quelli di una relativa alla [12, si ha u 
lativa alla matrice {jl, quando si assumano quali 

mensione T 4 di essa i numeri n, r^, n, r* e qi 

dimensione »-► n i numeri Vi^...Vn. Si ha perti 



fi(pi) 2(ps) 3jp8) 4(p4) 1 __. 2 r ^^^- ^^'^^ 1 r 
n 1-2 ra n J ^i.fsL n rg J I 



intendendo il segno 2! esteso a tutti i sistemi di 
ai sistemi corrispondenti delle 7]i, 7J2 (noto un si 
Et, 6a, il sistema corrispondente delle tji, r^a è pei 
nato ; i sistemi di valori delle £1, S2 si possono | 
minare; basta a tal uopo determinare i sist 
Al , . . . Au soddisfacenti alle condizioni già enun 
stema delle A corrisponde un sistema delle e) (*) 

l(n) 2, 

Àri.«; »7i,»;s volte, dimodoché la (21) si può scrive 

[l(pi) 2(pt) 3(p8) 4(p4) 1 -^ -. f l(ci) 2:e2; 

n n rz n J f,.„ l n f2 

intendendo il segno S esteso a tutti i gruppi dell 
differenti per la coppia (ei 62) oppure per la cop 



1 in) .f2)i I M .»/a)j comparirà in generale più 



(*) Gioverà pure notare, oome mostre nio tra breve con un esei 
di valori delle h può corrispondere lo stesso sistema di valori delle 
Talorì delle 171, 171. 
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che formati i sistemi di valori delle hi.. .K se ne deducono i sistemi 
di valori delle eiSi ed i corrispondenti delle rji7j«; non vi è perciò 
difficoltà alcuna nel determinare per ogni gruppo (ei 8«), (rji tj«), il nu- 
mero Xri f,, rji tjt corrispondente, che rappresenta quante volte esso gruppo 
trovasi ripetuto nella totalità dei gruppi. 

Si vuol calcolare il valore del simbolo 1 o "s 2^ 

1(1) 2(2) 3^2) 1 

2 3 2 4|' 

Tal valore, come si è visto precedentemente, è sessantacinque. 
Esso è anche il numero delle combinazioni relative alla matrice 



Esempio. 
che scriveremo anche j 



':■]■ 



Oli, 



.016 



a«, 



«46 



assumendo quali coefficienti della dimensione «h-^ 5 i numeri Vi = 1, 

Ta = 2, V9 = 2, V4 = 3, t?6 = 3, e quali coefficienti della dimensione T 4; 

numeri n = 2, rj = 3, r« = 2, r* = 4. Si ha relativamente al suddetto 
simbolo: jpi = l,pa = 2, 2)8 = 2,^4 = 0; Sp = 5; ri = 2, r2 = 3, r, = 2, 
/•4 = 4. I valori delle Ai, Aj, As, A*, ^6, devono soddisfare alle condizioni : 
hi<2, SA = 5, Ai<.l, A,:<2, A8<.2, A4 ^3, A6^3; dovendo poi es- 
sere Ai >l t?i — 2, i minimi valori di Ai, Aj, As, A4, As sono rispettivamente 
0,0,0,1,1, e pertanto dev'essere: 2^Ai >.0, 2 >.A«> 0, 2 >lA, >.0; 
2^A4^1; 2> A5> 1. 

I possibili sistemi di valori delle Ai , . . . As soddisfacenti alle sud- 
dette condizioni si ottengono facilmente colle seguenti considerazioni. 
Si deve avere e» <. n, r» ; si -|- 2 ej = n + ra = 5. Formiamo adunque i 
sistemi di valori positivi interi, anche nulli, delle ei, £a; tali che: 



e» :S n, ra 



6i + 2:a = 5. 



Essi sono: 



1 2 
3 1 
5 



Consideriamo il 1**; esso contiene i numeri 1 e 2. Ne segue che i 
sistemi di valori delle Ai, A,,A8, A4, As, al quale esso corrisponde, com- 
prendono un numero uguale ad uno, due numeri uguali a due, ed i 
rimanenti numeri uguali a zero. 

Non potendo A4 ed h essere zero, si avranno per A4 ed As i se- 
guenti sistemi di valori : A4 = 1, A» = 2 ; A4 = 2, Ab = 1 ; A4 = 2, Ab = 2. 
Consideriamo i tre numeri 1, 2, 2. In corrispondenza al sistema di va- 
lori A4 = 1, Ab = 2, rimane di essi il 2, che può essere valore di Aa ed As 
ma non di Ai ; idem per il sistema A4 = 2, Ab = 1; invece in corrispon- 
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Per ciascun sistf^nia abbiamo andit* scritta la coppia corrispondente 
di valori delle tji , t^^ (r^i indica quanti numeri del sistema sono uguali 
ad 1, ed T^3 quanti sono uguali a 2). 

Le coppie corrispondenti (/'"" ed i"''*)^ £i i Sa J l'ii i ^a sono ; 

,7'>"'[a2)(22);(l-J)(22);(12}CJ.i);(12){22);(12)(41);(i;3)(41);(12)(22) 



1". 



8*.. 17™» 



(12) (41) 




(m)(23) 


, <> 


(31)(0:t) 




(31) (41) 


>> 


(r.U){22) 


, 1 



ri31)(22);(:n)(():i);(:ìl)(22);(HJ)(OS);(31}(41);(31)(22);(:U)(2:2); 
U:ì1){41);(;ì1)(22);{:11)(22); 

18" {(5(0(22) 

Le coppie differenti sono: 

(12) (22) presa 5 volte, vale a dire ),ii.,a-j = 5 

?..„.. = 2 

Per ciascuna coppia dev'essere ct^n, n ; tjs :^ ?>, f\ ossia sg :^ 2, <ì; 
T'Ja^^, 4, La coppia (;)1) (OlV) non soddisfa a tali condizioni, perciò 
non dobbiamo (enenie alvmi confo. Facendo la somma dei prodotti 

8Ì Ila 

[2824 1 = 4 12 :ì Jl 24 J-<--L 23 JL 24 J + 
1 a I lf3}2on r l{^)2^ajl I ^ 1 l(3i2(,)l f l(4j2<i)l , [ Idij^Ltì)] r I(ij2ci3] 
+ H 2 3 JL 2 4 J+"L 2 a JL 2 4 J + H 2 3 JL 2 4 J' 
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Ora applicando le forinole dimostrate trattando il caso m = 2, 
sì ha: 



E pertanto: 

= 5 + 8 + 18 + 24 + 10 = sessantacinque. 

Abbiamo detto di non tener conto della coppia (3 1) (0 3), non es- 
sendo verificate per essa le condizioni 82 <'n,^a;ri2 <">'8,n. Se ne 
avessimo tenuto conto il prodotto ad essa corrispondente sarebbe 

-^"1(3)2(1)1 r 1(0)2 8)1 

23 J L 24 J' 



stato 2 



Ora si ha: 

r 1(3) 2(1) 1 ^ r 1(8) 1 3 . 1 1(0) 2(3) 1 _ I 1(0) 2(0) 1 

dimodoché basta ritenere, come abbiamo osservato a suo tempo 

j 1 1 I ^^ ^ P^^ ^^^ alterare i resultati, anche tenendo conto della 

coppia (3 1), (0 3). Ritenendo adunque uguali a zero i simboli 1 

nei quali vi sono delle r negative, le condizioni ea<^ ri, r2; T]2<"r8,n 
si possono trascurare. 

Evidentemente questo secondo metodo per calcolare il valore di 
r 1(P.) 2(p.) 3(p3) 4(p.) 1 ^^^ ^ ^^^^ semplice del P. 

Formazione delle combinazioni relative ad una matrice qualunque. — 

Passiamo ora a trattare il caso generale. Relativamente alla for- 
mazione delle combinazioni che si riferiscono ad una matrice di di- 
mensione «»— >" n e T 2, 3, 4 abbiamo definite le operazioni corrispon- 
denti O2, O3, O4. Trattandosi delle combinazioni relative ad una 
matrice di dimensioni «h-^ n e J 5, 6, ... si potrebbero definire altre 
operazioni corrispondenti Os, Oe . . . la cui descrizione, dopo gli esempi 
addotti, non offre difiìcoltà. 

Consideriamo la Om-i, ossia l'operazione colla quale dalla seconda 
permutazione di una combinazione relativa ad una matrice di dimen- 
sioni ■►-► n ad T m — 1, si possono dedurre le seconde permutazioni delle 
combinazioni rimanenti. Diremo che esse sono il risultato della Om-i 
eseguita sulla suddetta permutazione, ed essendo | Ai | A2 1 . . . 1 Am-i | Am 1 
una permutazione di m gruppi, diremo risultato della Om-i eseguita 
su di essa, il complesso delle permutazioni formate scrivendo il gruppo 
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I Am I a destra delle permutazioni che si ottengono eseguendo la Om-i 
sulla I Al I Aa I ... I Am-i I . E ciò anche se gli elementi dirersi della 
I Al I ... I Ani I non sono numeri interi consecutivi. 
Sia ora la matrice: 



T = 



«li 



«Ull 



din 



di dimensioni «h-^ n coi coefficienti t?i, . . . rn, ed J m coi coefficienti 

ri,...rm. Diciamo 0,n l'operazione colla quale dalla seconda permu- 
tazione di una combinazione relativa a tal matrice si possono de- 
durre le seconde permutazioni delle combinazioni rimanenti. La de- 
scrizione della Om è la seguente. 1^ Si considerano gli elementi diversi 
della permutazione sulla quale si deve eseguire la Om e si formano 
quelle delle combinazioni r„, ad r,n di essi (r,u è il numero degli ele- 
menti dell'ultimo gruppo) che contengono gli elementi comuni a tutti 
i gruppi; se poi non vi sono elementi comuni a tutti i gruppi, si for- 
mano tutte le combinazioni rm ad r,», degli elementi differenti della 
suddetta permutazione. 2^ Si eseguisce su essa l'operazione Om-i, 
3^ In una delle permutazioni già formate si scambia un elemento 
dell'ultimo gruppo con uno dei gruppi rimanenti in modo da ottenere 
una permutazione nella quale l'ultimo gruppo sia una delle suddette 
permutazioni rni*'^*% diversa però da quelle che compaiono, quali ultimo 
gruppo, nelle permutazioni già formate. 4®. Si eseguisce la Om-i sulla 
permutazione ottenuta ecc. . . e cosi si continua, finché non si è po- 
tuto accertare che mediante uno scambio da eseguirsi tra un elemento 
del 4^ gruppo di una delle permutazioni già formate ed uno dei 
gruppi rimanenti, è impossibile ottenere una permutazione, nella quale 
il 4** gruppo sia una delle combinazioni rm"*^*'' suddette, diversa da quelle 
che già hanno figurato quale 4^ gruppo in una delle permutazioni 
formate. 

Se interessa determinare il segno di ciascuna permutazione, che 
è anche quello della combinazione corrispondente, basterà rammen- 
tare che esso è quello di ( — 1)^ , p essendo il numero delle inver- 
sioni che gli elementi di ciascun gruppo fanno con quelli dei gruppi 
che esso ha a destra. Il segno della 1* permutazione si determinerà 
calcolando direttamente il numero delle inversioni in essa contenute. 
Il segno delle permutazioni rimanenti si potrà determinare ricorrendo 
ai criteri già enunciati, giacché ciascuna di esse si deduce da una 
permutazione di segno noto, (la 2* dalla l**, la S'* dalla 1* o dalla 2* ecc.), 
mediante lo scambio di due elementi appartenenti a gruppi differenti. 
E sarà conveniente per determinare il segno con maggiore rapidità 
che tali gruppi siano possibilmente contigui. 



Alba, luglio 1902. 
(conti fina) 



DoTT. Niccolò Traverso. 
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UN PROBLEMA SULLA PARTIZIONE DE 



I. Un metodo generale per la enumerazione 
non negative di una equazione lineare indeterm 

aiXi + a^Xi + • • • + «nO^n = X 

a coefficienti ai, aa, . ..an,X interi non negativi, 
lero: (*) Il numero delle soluzioni della detta s] 
Sciente di v^ nello sviluppo in serie della funzio 

1 1 1 



In particolare si riconosce subito che la equ 

a™i + ^a + . • . + ^n = X 

ammette tante soluzioni intere non negative q 
dell'n™** numero figurato d'ordine X, ossia 

ri-')- 

Se non che la enumerazione medesima, ancl 
lare(l), otTre qualche difficoltà se si assoggettai 
alle condizioni 

Xt ^ i (i = 1, 2, 3, . . . n). 

Del caso generale si sono occupati abbasta 
inglesi Sylvester, Cayley, Mac-Mahon ed altri, 
caso particolare accennato sotto le condizioni (2 
considerato, e siccome la conoscenza della sua 
in qualche applicazione, io mi propongo di trat 

2. Indichiamo con Ax il numero delle soluzion 
della (1) soddisfacenti alle condizioni (2). Eviden 
ficiente di t^ nello sviluppo del prodotto 

e si può porre 



'*) V. A. Lb Bbsoue, Exet'cie*» d'Atiali/se numerique. Leiber et Fi 
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N = 



n(n + l) 



I 



La difficoltà accennata sta precisamente nello investigare la legge 
di formazione dei coefficienti del polinomio SArV'', perchè il procedi- 
mento diretto della moltiplicazione non si presta a fornirla. Riuscendo 
invece con altri processi alla determinazione dei coefficienti Ar si 
perviene indirettamente alla esecuzione del prodotto (3). 

3. Fin da ora si possono riconoscere alcune proprietà dei numeri 
interi Ar. 

Dapprima si operi la sostituzione v= — nella identità (8) e po- 
scia si moltiplichino i due membri per v^ ; si ottiene 

SArV'*-'^ = SArt?"^ , 

Ar = Au-r . 

Ao = A2i=l. 



da cui segue 

In particolare è 



Dunque: La equazione (1) ha tante soliizioìii intere non negative sod- 
disfacenti alle condizioni (2), quante ne ha Valtra 

^1 + of-a + . . . + ar„ = N — X 

della medesima specie. 

In secondo luogo facendo v = \ nella (8), risulta 

r=0 

da cui, osservando che le condizioni (2) portano alla limitazione O^X^N, 
si conclude che: Le equazioni {\) ammettono tutte insieme soltanto |n + l 
soluzioni intere non negative soddisfacenti alle condizioni (2). 

L'ultima relazione insieme con quelle precedenti permette di cal- 

r-N 

colare la somma S rAr . Invero per mezzo della eguaglianza Ar = An-f, 

si ha 

1 



e quindi 



SrAr = -^2; Ar N 

r=0 ^ r-0 

'!frAr = ^|n+l»i(M + l) 

r=0 4 



che riceverà una notevole interpretazione. 

4. Veniamo ora alla determinazione dei coefficienti Ar 
la (3) sotto la forma 



Si metta 



(1 — v) (1 — v') (1 — t?») ... (I — ?;"+» ) = (1 - r)«+» t Ar y^ 



PEF 

e si derivino logaritmici 
sviluppi in serie 

;^ log (!-.•') = 
assolutamente convergei] 

r=l n=l 



Ordiniamo il primo n 
I coeflBcienti k dei termi 
/.Tk-i — l=r — 1, ossia ì 
periori ad n + 1. Recipr 
ad w + 1, è coeflSciente 
^w=r, con 7n intero e pò 
assume il valore rk_, = i 
ciente di ff~^ nel primo 
di r non superiori ad ìi -j 
frazione del secondo meii 



r=a> 



Da qui si ottiene un£i 

N 

i due membri per SArt^'^ 



S A,C. 

:0 
:r-l 

S A,( 



<=0 
i=r-l 



dove si è posto 



n 



Ora, come si è notatd 
dizione (4) per effetto del I 
scrivere: 

— }.A;.+ CoAa-i 
-(X — 1)Aa-i 



Queste relazioni cons 




l 



[ 
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cognite Ai , Ai_j,,,Ai, col determinante {— If |^=|=0, risolute rispetto 
ad Ai. , forniscono: 

Co Ci Ci - . - Ci— 2 Ci-i 

— (1—1) Co C, . . . Cx-8 C*_i 

— (;.— 3) Cs . . . Cji_t Ci-i 

— (X-2). . . Ci-5 C*-4 



Aji = 



IX 









Così in particolare, escludendo 

Ao = A« = l, 
sì trovano 

Ai = A»-i^=« 

A A (h + 1)(«+2) 
Al = Am_j ^ " 2 — — ^ 

(n + S)in* — 2) — 2n 



Ai =^ Am^4 ^= 



— 1 Ca 



(fi) 



6 

24 



6. Conosciuti i valori di 

Ao, Al, <, . An 

corrispondenti ad n, quelli corrispondenti ad n -|- 1, se ne deducono 
facilmente. Il modo, rivelata anche dalla identità (3), può essere di- 
mostrato con la induzione nella maniera seguente: 

Si indichino con A|"^ e C)" i valori di A^ e Ci corrispondenti ad n 
e si supponga vera la eguaglianza 

sino ad un intero determinato j della successione 

^ _ Qi + !)(« + 2) 

dopo avere osservato la sua validità per j^^O, riducendosi ad 
Ao'''+^^=^ A*^''^=L Basta far vedere che essa permane valida mutau- 

dovi;inj+l< ^" + ^y" + ^^ - 

Si muti n in h + 1 nella (4) applicata per 



\^*) A lecondo naambro blflogr^a parrà À . - Oi ijUAnda hj<Zt, oppure J^'i^ ^ — . 
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si avrà 

+ l)Aj+i =Co Aj +Ci Aj-1 +... + Cj Ao 

Si tenga conto della supposizione fatta, e poi si osservi, quanto 
alle C|"'*"*\ che secondochè l'indice «, aumentato di 1, è multiplo, o 
no, di n + 2, si ha 

C;-^"=C:"'-n-l, 
oppure 

di modo che si ha: 

a+i)A;;r=(c;% i)'Taji\+(c/°'+i)'Ta1iu + . . . + 

+(c;"'+i)'sVU 

+ (C.+i — n — 1) S^ Aj_,_.«i+(C„^.,+ 1) S^ Aj_,_„_, + . . . + 

"T W2(n+«)-l ^* -^Z ^ -^j-l-2(n+2Kl "T 

+ (C-, + ifs Alt-, + (C + d'I' 'a-._. +. . .+(C/-'+ 1) A.'"\ 

«=0 '=0 

ossia: 
+ l)Aj+, =(Co Aj +Ci Aj_, + ... + Cj Ao ) 

+(c,'"'a;:\ +c.^-^a;:u...+Cao'") 

• +(e''A;iV+c>A;i'J+' V+c;iL AoH ' 
+ (« 4- 2) (Ao^''^- Ax'"^+ . . . + a;il.) 

+ (n + 1) Ajl', + «A;:^.^. + . . . +2Af_\ + A;-^ 
-(n + 2)(Ar + Ar> + ...+A;".',J. 
Tenendo conto delle stesse relazioni (4) e semplificando risulta 

.(«+!) _'=^+\ (o) 

che è la (7), dove si muti j in i+ 1. Essa è dunque valida per tutti 
i valori di 

•019 (H + l)(n + 2) , (n + l)(H + 2) 
J — ^» i> ^> • • • > 2 ^' 2 * 

Segue, per mezzo della (7), che i numeri 

A(n+1) A(n+1) a(»+1) A^"+*^ A^°+^^ A^°+*^ 



I 



! 
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possono esaere ottenuti sommando in colonna gli elementi del quadra 



f.W *(.) Ai^ì lM A^^) it^) 



lU> 






A ^"' A ^' 
A^, , Aj ^ , ..^^j 



-a; 

,A 



n 

(o) 

ir-i' 

(») 



lW 



a'"' A' 



t») 



A*"' A*"' A"' A'"' A^°' A'"" 



costituito da ft -|- 2 righe. 

In questo modo, partendo da 



BÌ calcolano 
poi 



Aof" = A,f" = l, 
A«"', Ait«, A,«', A,t'> 

A,(« A.t«, A,'«, A,«', A4(", A»(«, A,(", 

e così di seguito. 

Il calcolo può disporsi come segue: 

1 1 



1 



3 
1 



5 

3 
1 



6 
5 
3 
1 



5 
6 
5 
3 
1 



3 
5 
6 
5 
3 



1 

3 
5 
6 



1 
3 
5 
6 



1 

3 1 

5 3 



9 15 20 22 20 



• 6. Per r ^ N + 1 le (ó) portano ad un' altra proprietà dei coeffi- 
cienti A, dove interviene esplicitamente la funzione numerica s(r). 
In vero con tale ipotesi si ottiene 



da cui 
ossìa (N. 3): 



tA,{H + l - s (N — * + 1)} = 0. 



(rt +1)*2'a.= 2\s (N - 1 + 1), 



2 A.s(N-ì + 1) = (h + 1)|h + 1. 
7, L'applicazione cui alludevamo a principio riguarda la ricerca 
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NUOVE PROPRIETÀ DEI PUNTI NOTEYOU DEL TRIAN60L0 

(Saggio di Geometria recente) 



Molte riviste soientifìche ed alcune opere di matematica contengooo 
numerose relazioni fra gli elementi lineari ed angolari del triangolo; 
cosi per la Geometria classica meritano speciale menzione: Théorèmes et 
problèmesj di Catalan. Rélations entre les éléments du iriangle^ (1893) 
di H. Vuibert ecc.; (*) per la Geometria recente basterà ricordare le 
Note pubblicate nei «< Nouvelles annales mathématiques élémentaires ^ di 
G. De-Lonchamps, lìel <« Mathesis » ed in altre importanti riviste italiane 
ed estere specialmente per cura di Lemoine, Brocard, Tbiry, Neuberg, 
Mansion, Cesàro ecc.; e le opere: di A. Poulain, Principes de la nou- 
velie geometrie du triangle ; di Casey John, A sequel to the first six 
Books of the Eletnents of Euclid; del D.' A. Emmerich, Bie Brocard- 
schen Gebilde ; di C. Alasia, La recente geometria del triangolo^ e molte 
altre. 

Colla presente Nota crediamo di portare un modesto contributo alla 
Geometria recente proponendoci lo studio della seguente questione: 

u Trovare le coordinate angolari (a, p,Y)» ® ^® coordinate cernane («, y,s) 
u dei punti notevoli del triangolo, (**) ed esprimere per ciascuno di essi 
u i tre parametri lineari ai quali abbiamo dato il nome di valore del 
*t segmento fisso q, àe\V altezza equivalente h, e della costante ango- 
»« lare A ". (***) 

Nella seconda parte risolveremo la medesima questione per i puuti 
posti sui lati del triangolo e sui loro prolungamenti. 



/ 



(*) L'opera del Vuibert contiene 110 relazioni fra gli elementi lineari, 59 fra gli elementi an- 
golari e 104 fra elementi lineari ed angolari, cioè un totale di 273 relazioni eolle rispettive dimo- 
strazioni. 

(**) Si dicono punti noUvoli d'una figura piana quei particolari punti del piano della figura, i 
quali, quando siano dati, equivalgono ad assegnare due condizioni a cui la figura deve aoddiafare; 
la loro posizione si può esprimere in funzione degli elementi della figura stessa. 

(***} Si dicono céviané, in omaggio al nome del matematico milanese Giovanni Ceva (1648-1727:, 
le rette passanti pei vertici del triangolo ; il primo che introdusse questa denominazione fu l'abate 
Poulain [Journal de mathémcUique* élémentaitea, 1888, p. 278). Noi abbiamo dato il nome di eoordinaU 
e*piane ad un nuovo sistema di coordinate goniometriobe o trigonometriche (Un nuovo shunta di 
coordinate tHlinenri. " Le matematiche pure ed applicate .). 

Le coordinate angolari di un punto P rispetto al triangolo di riferimento ABC non sono altro 
che gli angoli a, fi, y sotto cui sono visti i lati a, ò, e. 

La convenzione da noi stabilita è che essi angoli sieno misurati sempre consecutivamente, per 
cui in alcuni casi sono tutti positivi, cioè nel senso dell'ordine ciclico dei vertici di un triangolo. 
In alcuni caai tutti e tro uuy ulivi; lik loi'o somma ftarn: :^-l.-^* 

Ltà co(ir\linati ceeìani deL pulito P tiQn sqjw nitro cliu Iq £lub distanza dal TortJei del ti(iaagù\» 
di rifflrimento. 

Il BM^meitto fitto del puitt{} P è 1% bA4o d'un ti iangolo fottdumtHtat* ehu faa II Tertìoe ìn uno di 
<|uelli del triang:. ài rif. p. e». C e per lati lo proiezioni del due lati invertiti aull^ tlirecìonL dogU 
stessi due lati dvh a.^mifi v ò^n^vn e por nugolo aì vertice ta diffirtnsa a» ff alar e (^ «■ Ch 

L'aUes^u eqHivaltnté del {lunto P h raliuzta del triatigato oquivaleiite a quello di riferimenti 
ed avQDte per hann il segmeiito fiARO q. 

La eoftiittio an^Dltirs étàì [>uuto P h il terzo Icito d^un triangoli^' ipoi^tìea avente p. os. il verUet 
in C e per lati i pradutti seu u. sen ji ^ B,, den/:f*Ma i,u ~ A;i e per au^oWal verU» quello iiLeA«« 
del triangolo di rìferinteuto. 



^^fi/o, 



OlCo 



or 



Ha 






re^f. 



"^■denj:""» a «^ _:"' trinar-'"' '' 



'""^ICA. 



^-ii.^^"^' 



'''Po,Cf'^lTj!^Orìit, 



^^IMa 



ÌS5 



«oto ;g **o«so. 



"golo . 



Sai 



«Oo 



''«oj-o-, 









S'OHe 



^a//. 



"o^s/de 



''•"«/<,, 



^«a.'o 



««Ole 



Ofe 




^C=^, 







-"4;S*l;^::r"-'- 



»»«d, 



'"^/e 



"■^rfe/ 



•^'•^Jj 






"■'"«'■«-""'■"--.«.., 



r4> 



•»H.„:;;^. 



(S) 



^80 



^^0> 



f^J 
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Strato in altro lavoro^ (*) e sono; ^V. Due punti coningaii iàogonali hanno 
lo .^te^so valore assohiio del segmento fisto q, dell'altezza equivalente ^^ 
e delia aoataiite augolore A' 2°. £s8Ì due puutì hanno pure in valore 
assoluto 3a funzioni trig. seno e coseno delle coordinate angolari fieli ^ uno 
eguali al]e omonime delle differente angolari dell'altro e viceversa «• 
Il valore à^W altezza equitmlente ò 



2Q 

7 



(5) 



Il valore dell' aliezta eqidì^alente è uguale a quello del diametro del 
cer e ìlio in scr ìtto , 

Il valore della costante angolare si deduce dalia relazione 



BÌ avrà 



X 



A = Z,enA = ^ 



P 
2R' 



(6) 



// valore della costante angolare è quello del rapporto del se^niperi- 
metro al diametro del circolo circoscritto. 

Nel caso particolare del ti-iaogolo equilatero si avrà 



g = -a 



h = -^ , i = — ^3 = 3,sen60« 

ya ^ ' 



Nel triangolo equilatero il valore del segmento fisso è -^ del lato; 

n « tf dell'altezza equivalente è il iato di- 

viso per y 8 ; 
» » " della costante angolare è ugnale a 

S volte il seno del suo angolo, 

§ 2, Centro del circolo ex-mscritto 1,^. — È questo il punto d'in- 
contro della bìeettrioe del T angolo A e delle bisettrici dei due angoli 
ej^terni in B e G^ il circolo è tangente al lato a ed al prolungamento 
degli altri due lati b^ c] nel sistema dell' inversione isogonale oorrì- 
Bponde a eè stesso. 

Evidentemente le coordinate angolari sono ; 



e 



7C 



a+^ + Y = 2K 



(7) 



d] Job» Hlufl 7 Cablb ii. TC. 




*o;o / 



fia 



'SODO /„ 



eofl„,^-J««fc 



■/ 













s^/ 



OQe 



'^V-v.^"'"*-. 



:/-* 



-%"^'' 



■'*'0«'-/ 



.../, 



a;; 



^tf 



'/. 



<^^> 



^^0/0 



^^>.. 7^^^ 



'^^*.," 



«aj 



m-o 



^^fo 









> 
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La sotriììia dei tvf segmenti fi sai è uguale ai semiperimetro del trian- 
goìo, orna ni segmento ftsm del centro del circolo inscritto, 
Lm* altezza equivalente h^ si ottiene 

^ _2Q_ 2Q _„^. 

Analogamente À^ ^ 2^. 2A„ ^ 2 (r, -|- n> + '\) 
A, = 2r, 

// valore dell* allessa efituvalente è uguale al diametro del ispettivo 
circolo di tangenza ex 'inscritto. « 

La coetante angolare si ottiene dalla relaziaue 

aen A (p — a)Q p — n 



Analogamente Ah ^ ^7g~" 






ìR 



A.= 



P — g 
211 



(14) 



// valore della colante ari go lare è uguale al rapporto della rispet- 
tiva differenza lineare ni diametro del circolo cit*coscritto al triangolo^ 
La somma delle ire costanti angolari è ftguale alla costante angolare del 
cerchio inscritto. 

Quindi bÌ dediiiranno le eegueuti relazioni: 

qiq^i q^, : 7^ = A : A* : Ai. : A, : = p '• {p — n) : (p — b): {p —e) \ ^^^^ 
hih^ihy,: h,. = r : r,, : r^, : r^ / 

ohe danDo luogo ad altre p[-opne^à dei punti notev^oH del triangolo. 

Inoltre dalle (2) (8) ni possono dedurre le distanze del centro del 
oireolo iusoritto dai eeutrì dei eimoli ex-inctcritti, esse eotio 



Si deduce pure 

Inoltre bi ba 

w:f/:s 
ed anche 

e le aaalogUe. 



^ -1/ òT^ 

f p{p—tx} 

B, = g,-g=ùy^^^^ 

f p(p — c)} 

07 , a?ft ^^ JTv a:^. ^òc\ 



(16) 



■•{p — a)^^i {p — b) yx. : {p — e) s„ 






(17) 

(18) 

(19) 
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Tutte queste relazioni possono dare luogo ad altrettante proprietà dei 
punti notevoli considerati facili ad enunciarsi. 

Altre relazioni si possono ottenere dalle (16), cioè 



D\ + D\ + D»e = ^ (ar.+ br^+ cr,). 



(20) 



E ponendo le distanze dei cerchi ex-inscritti J^Ib = Ec? ^^^' si avrà 



analogamente saranno 






4R 
quindi E", + E\ + E«e = — [2p» - (a« + ò« + e»)] 

Nel caso particolare del triangolo equilatero saranno 

1 1 

q» = qh = qc = Y^ = j'^ 

K = ^b= ^c =« V3=-:r h 



(21) 



V3 

Aa=Ab = Ac= ^ = 



(22) 



che danno tutte luogo ad altrettante proprietà, inoltre si ha che : 

/ parametri del centro del circolo ex-inscritto al triangolo equilatero 
sono la terza parte di quelli del circolo inscritto. 

§ 3. Centro del circolo circoscritto 0. — È questo il punto d'incontro 
delle tre mediatrici del triangolo; esso è il coniugato isogonale dell'orto- 
centro H, quindi avranno con questo eguali in valore assoluto i tre pa- 
rametri lineari. 

Da una semplice ispezione della figura risulta chiaro che le coordi- 
nate angolari del centro 0, sono 

a = 2A 

P = 2B 

Y = 2C 



(23) 



Le coordinate ceviane sono eguali al raggio del circolo circoscritto 



Cloe 



x = y = z = — sen A = . . . = R. 



Da questa si può dedurre il valore del segmento fisso q^ cioè 

bc sen A 2Q 2p . r 
^"^ R "^ RT'^'Rr' 



(24) 



(25) 
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/ 



Pel centro del circolo circoscritto e per l'ortocentro H i7 valore del 
segmento fisso è uguale all'area del triangolo divisa per la metà del raggio 
del circolo circoscritto. 

Perciò sarà 






:B. 



(26) 



Pel centro del cerchio circoscritto e dell'ortocentro il valore dell'ai 
tetza equivalente è eguale al raggio di quel circolo. 
Sarà pure 

seti A Q rp abc 



A = 9— r- = Rì= ni = 



R» ~ 4R» 



(27) 



(28) 



Pel centro del cerchio circoscritto e per l'ortocentro il valore della 
costante angolare è uguale al rapporto dell'area del triangolo pel qua- 
drato del raggio del cerchio circoscritto. 

Come applioazioue delle suddette formule possiamo trovare l'espres- 
sioni delle distanze del centro del cerchio circoscritto dal centro del 
circolo inscritto I e dai centri dei circoli ex-inscritti I,^, Ib, le che diremo 
rispettivamente (d, c4, dy^^ d^). Considerando il triangolo GAI si avrà : 

d« = .r« + R« — 2R^ 8en(c+yì=R(R — 2r) 
analogamente 

d«^=a?« + R* — 2Rj:a8en(c+y)=R{R + 20 

A-y* + R*-2Ry^8eu(A+y)=R(R + 2ru) 

d\ = s,, -fR* ^ 2Rj,. aen /b +^J = R (R + 2r,) 
c/- + cf. + A + ti^=12XR' 

La prima dì queste cinque relazioni rappreaenta il noto teorema d'Eu- 
lero (*) Fultiraa esprime la proprietà: 

La somma dei quadrati delie disianze del cìrcolo circoBCritto dai centri 
dei circoli inscritti ed ex~inscritti è uguale a 12 volte il qiwdrato del 
cir co lo e lì cose rit to . 

§ 4. Ortocentro H. — È questo l'incontro delle altezze del triangolo* 

E vìdeu temente le coordinate angolari «ono 
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a = 


n — 


A 1 


p- 


n — 


■B 


S = 


;: — 

:2tU 


C 



{*) Esso fu putirli tato par ìà priiaa TOttm atti HI? {Xi}metléM anititlét maiìif mai iqHétf 1645» p. ^1\ 




PERIODICO DI MATEMATICA. 

Le coordinate ceviane sono 

bc 
x' = — sen 2A = 2R cos A 

Cd 

y = — sen 2B = 2E cos B 

ab 
«' = — sen 2C = 2R cos C 
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(30) 



Le coordinate ceviane dell'ortocentro sono date dal prodotto del dia- 
metro del cerchio circoscritto pel coseno del rispettivo angolo del triangolo, 

I parametri lineari furono dati nel § precedente. 

§ 5. Baricentro G. — E questo il punto d'incontro delle tre mediane 
del triangolo ohe le divide nel rapporto di 1 : 2 a cominciare dal lato. 

Si possono scrivere immediatamente le coordinate ceviane del punto G 
ricordando dalla geometria l'espressione della mediana 

a« + ò»=2m«c + YC 
dalla qnale si ricava 

Analogamente si avrebbe 



«=-g-y2(a»+6»)-c'' 



1 



y = yV2(c« + a'j-6« 



(31) 



Per trovare le coordinate angolari del baricentro si cominciano a cal- 
colare gli angoli ohe le medesime formano coi lati adiacenti che indi- 
chiamo con A', A" quelli che fa la mediana coi lati AB, AC e cosi 
(B', B"), (C, G") le altre dne coppie. Calcolati questi angoli si ha evi- 
dentemente 

a = «-(B' + C")ì 
P = „_(C' + A") 
r = n — (A'+B"l 



(32) 



Si possono quindi scrivere le coordinate ceviane ricorrendo alle nostre 
formule generali 



* = — sen(C + A' + B") 
« = — sen(A + B' + C") 
y = ^een(B + C' + A") 



(33) 
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.'I 

ì 



Identificando le (31) colle (33) si potrà ricavare l'espressione del va- 
lore del segmento fìsso 9, cioè 



Sab aen(G + A' + B") 
V2(a*+6«; — e» 



(34) 



e le due analoghe a questa. 

Si ricaveranno l'espressioni dell'altezza equivalente e della costante 
angolare ricorrendo alle formule generali 



, 2Q ^ sen A sen B sen C | 

q ^ q a b ^Z* 



(35) 



§ 6. Punto di Lemoine K. — È questo il punto d'incontro delle si- 
mediane, esso è il coniugato isogonale del baricentro, quindi per la 
proprietà enunciata più sopra, avrà i tre parametri eguali in valore e 
segno a quelli del baricentro. 

Si possono anche, in virtù dell'altra proprietà enunciata, scrivere 
immediatamente le coordinate ceviane 



0?' = — sen(B' + C") 
y'=^sen(C' + A") 
y = ^8en(A'+B") 

Le coordinate angolari sono evidentemente 

a = 7r — (B" + CO 
P=^-(C" + A') 

S = 2tc. 

Perciò le formule (33) si possono ancora scrivere 

bc 
a: = — sen (B" + C) 

ca 
y = — sen(C" + A') 

ab 

s= — sen(A"4-B') 
q VI/ 



(36) 



(37) 



(33) 



che sono le coordinate ceviane del baricentro G. 

Si ottengono i seguenti rapporti fra le coordinate ceviane dei due 
punti Gr e K 

z sen(A-+B-) 

V = sen(A'+B") ^^^' 



X 


gen(B" + C') 


y 


senfC' + A') 


X 


"" sen (B' + C") ' 


y 


"■ sen (U' + A") 



triang 
dae*a! 
cberai 
primo 
per di 
tivo 
tera ^ 
Le 
triang 
dato e 



Le 

SODO 



Sai 
ranno 



E(i 
dinati 



Idi 



E 



e le 
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Il valore delValtezza equivalente sarà 

. 2Q . . sen (o 

q ^^ 8611 A 



(43) 



e le analoghe 

cioè: Pei punti di Brocard /'altezza equivalente è uguale al prodotto di 
uno dei lati del triangolo pel rapporto dei seni dell'angolo di Brocard e 
dell'angolo opposto al lato. 

Il valore della costante angolare si ottiene dalla relazione 



quindi 



da cui 



9 



sen A 



a 



A 9 9 

A = -T- sen (0 = 2Q sen (0 



sen u) ' 



^ 9 



(44) 



(45) 



cioè : // seno dell'angolo di Brocard è uguale al prodotto della costante 
angolare pel rapporto dell'altezza equivalente al segmento fisso dello 
stesso punto di Brocard. 

Si può trovare direttamente Tespressioue del segmento fìsso q appli- 
cando le nostre formule generali, cioè 



q* = b^ sen* A-\-c* sen* C — oc sen A sen 2C 



(46) 



e le analoghe. 

§ 8. Secondo punto di Brocard N. — Le coordinate angolari di questo 
punto sono 

a = n—G 

^S = 7i; — A 
Y = TC— B 
2 = 27: 

Le coordinate ceviane sono 



(47) 



ca _, sen o) 

y = — sen C = e rr 

^ q sen B 

ab . sen (o' 

z = — sen A = a 77 

q sen C 

*c _ _ sen 0)' 
af = — senB = b 
9 



(48) 



sen A 

Come conseguenza delle formule (41) e (48) si deduce 

07 : 07' = sen C : sen B = e : 6 ì 
y : y =: sen A : sen C = a : c\ 



(49) 



=; sen B 



A=b 
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I valori dell'angolo (o' e dei tre parametri sono eguali a quelli del- 
l'angolo (j) e dei rispettivi del primo punto di Brocard M. 
Si deduce ancora dalle (40) e (48) 



x.y . 



x = x 



, z' := abc 



- sen' (i> 



seu A . sen B . seu C 



j = (^ sen a)J (50) 



e si ha la proprietà: 

La radice cubica del prodotto delle coordinate ceviane di ciascuno dei 
punti di Brocard è uguale al seno dell'angolo di Brocard pel rapporto 
del segmento fisso alla costante angolare degli stessi punti. 

E sostituendo per sen (o il suo valore dato dalla formula (45) si ot- 
tiene ancora 

a!.y.z = x'.y'.s=h* (51) 

quindi la proprietà: 

// prodotto delle coordinate ceviane di ciascuno dei due punti di 
Brocard è comune ed uguale al cubo de IT aìtezzA equivalente dei me^ 
desimi. 

Ma pel centro del circolo circoscritto si era trovato : a? = y = « = R 
e A = R dunque anche questo punto notevole gode la atessa proprietà 
dei punti di Brocard, di essere cioè: 



X ,y .z = h^. 
Ed il suo coniugato isogonale, ossia l'ortocentro H, avrà 



X 



, z = 8A' . cos A . eos B . eoa C. 



(58) 



(53) 



Si osserva un'altra analogia fra i due punti di Brocard e l'orto- 
centro: Essi hanno le medesime coordinate angolari però con ordine 
spostato, formate dai supplementi degli angoli del triangolo, 

§ 9. Punti isotomici; punto di Gergonne U e punto di Nagel La. — Si 

dicono rette isotomiche due rette uscenti da un vertice del triangolo e 
che determinano sul lato opposto due punti equidistanti dal suo punto 
di mezzo ; i due punti si dicono isotomici fra di loro. 

Le rette isotomiche a tre rette concorrenti in un punto Li sono con- 
correnti anch'esse in un secondo punto Lg; questi due punti si dicono 
punti reciproci di Lonchamps che li scoperse nel 1866 od anche jmnti 
isotomici e le tre coppie di rette si dicono rette reciproche, 

E noto dalla Geometria del triangolo che le ceviane passanti per i 
punti di contatto Ai, Bi, Oi del circolo inscritto s'incontrano in un 
punto Li detto punto di Gergonne; e che le rette o ceviane passanti per 
i punti A2, Bs, Cg di contatto dei tre cerchi ex-inscritti, s'incontrano pure 
in un secondo punto Lg detto punto di Nagel; essi due punti Li, Lf sono 
isotomici. 

Tralasciamo di esaminare i punti associati di Gergonne ed altri punti 
isotomici. 



1 
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Per due punti qualunque reciproci facilmente si ottiene la relazione 

ACi X san B BCg oj' sen ^' 

BCi y aeu a ' AC» 
quindi 



// 80 u a 



Analogamente 



X sen p X sen 3' 
y sen a y' sen a' 

y^sen y' 



y sen y 
« sen p 
z sen a 



z' sen 3' 
«' sen a 



(54) 



a? seny a? sen y 

e si può enunciare la proprietà generale dei punti reciproci: 

Le distanze dei vertici del triangolo dalle cernane reciproche passanti 
pel terzo vertice sono proporzionali fra di loro. 

Occupiamoci dei punti reciproci detti di Gergonne e di Nagel. Evi- 
dentemente sono verificate le seguenti identità 



ACi = ABi = BCa = CBa = r cot — = p — a 

B 
BAi = BCi = CAa = AC, = r cot y = p — ò 

C 
CBi = CAi = AB, = BAg = r cot -r- = p — e 



(55) 



Indichiamo con Ai, Ag gli angoli che le due rette reciproche fanno 
coi lati AC, AB, sarà As = A — (Ai-j-Aj) Tangolo compreso fra le due 
ceviane reciproche. Analogamente diciamo con B^, Bg gli angoli delle 
altre due rette reciproche coi lati BA, BC sarà B, = B — (Bi-f-B»); lo 
stesso dicasi per gli angoli C^, Cj, Cs = G — (Gì -[- G^^, 

Dal triangolo AAiC del quale si conoscono due lati b e (p — e) e 
l'angolo compreso C si potrà determinare l'angolo Ai e cosi dagli ana- 
loghi triangoli si potranno determinare gli angoli Ag; Bi, B^; Ci, Cj. 

Ciò premesso potremo scrivere le coordinate angolari del punto di 
Gergonne Li e del punto di Nagel L3, esse sono : 



ai=rw— C+(Ca— Ba) 

p,=7t— (Ai+Cg) 
Yi=C+(Ai+Ba) 



aa=TC— B+(Bi— Ci) 

P2=B+(A,+Ci) 
Ya=^-(A«+Bi) 



E le rispettive differenze angolari saranno : 



(56) 



ai — A=B + (C, — B,) 
p,-B = 7t — B — (A, + C,) 
Yi-C=(Ai + B,^ 



a, — A = C + (B,— Ci) 

p,-B = (A, + Ci) 

Y,-C = 7t-C + (A, + B.) 



(57) 
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br. 
a?i = — sen(B + Ca — Ba) 

Ctl 

yi= — 8eu(B + Ai + Ca) 

ah 
^i = — sen (Al + B«) 
^1 



he 
Xa = — sen (C + Bi — Ci) 

ca 
2/2 = — sen(A2 + Ci) 

r, = — sen (C + Aa + Bi) 

72 



^58) 



(59) 



I tre parametri lineari ((/i, //i, Ai), ((/a, /'«, Aa) si deducono dalle nostre 
formale generali: 

q\ r= ò* sen* Yi + e* sen* gì -f- 2^c sen ^i sen yi eos (ai — A) 

2Q 

e le analoghe /^ = — 

Al sen A Heii B .sen C 
qi a à e 

Analoghe formule per l'altro punto. 

Infine ricordando le relazioni (55) si possono scrivere per i punti di 
Gergonne e di Nagel i seguenti rapporti eguali : 

Xx sen Pi ccj sen pj p — a 

Pi aen ai y^ sen a» p — à 
j/i sen Yi 1/2 sen Ya p — b 



Zi tiQÌÌ fii 

Ci sen &i 



-a 8«" f « P — e 
^a sen aa P — <^ 



(60) 



Xi sen Yi ^a se» Y» i^ — ^ ' 

ed enunciare la seguente proprietà: 

// rapporto delle distanze dei vertici del triangolo dalle cernane re- 
ciproche passanti pel terzo vertice è uguale al rapporto inverso delle 
rispettive differenze lineari. 

In modo analogo si potrebbero studiare altri punti notevoli del trian- 
golo; il reciproco del baricentro corrisponde a se stesso. 

(Continua) 

Prof. G. Delitala. 



FIGGOZ-iE ISrOTE 



I. — SuU'.bitegrazioiie iudefinita delle funzioni inverse. 

Sia la funzione y = ^(o;) finita, continua e dotata di derivata prima non nulla 
in un intervallo generico (ax). 

In tali condizioni Tequazione y = f{x) si può risolvere rispetto ad x, cosi da 
avere x eguale ad una funzione finita, continua e derivabile qpft/) della variabile y; 
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cambiando materialmente y in x nella funzione (f, ottengo la funzione 7 {x), detta 
la funzione inversa di f{x); adotto anzi la notazione già usata da altri scrivendo 
^{x)=f-'{x). 

Ciò premesso dimostro la seguente proposizione: 

Se r integrale indefinito di una funzione f (x) contenuta assieme alla sua inversa 
in dato corpo V (♦) è esprimibile per funzioni dello stesso corpo (quello, ad esempio, 
costituito dalle trascendenti elementari), appartiene pure allo stesso corpo V integrale 
della funzione inversa f~^{x). 

Dimostrazione. — Sia una curva ij = f^^ (x) riferita al solito sistema carte- 
siano; l'area cornpresa tra la curva, l'asse delle x e \e due ordinate corrispondenti 
all'ascissa n ed a quella generica x sarà 



A=J'f-^{x)dx 



(1^ 



Opero adesso una semplicissima trasformazione di assi, prendendo la direzione 
positiva delle x per direzione positiva delle y, e quella positiva dèlie y per quella 
positiva delle x; in tal modo l'equazione delle curva diviene evidentemente 

e gli estremi dell'arco considerato (riferiti ai nuovi assi) avranno per ordinate 
a ed rr e per ascisse f~^{a) ed f'^{x); quindi l'area B, così limitata, sarà 



B=ff{x)dx, 



(2) 



Siccome poi chiamando C l'area del rettangolo che ha per lati a e f-^ [a). 
si ha 

C = af-Ha), ed A -{- B -\' C = xf'^(x), 



se ne ricava per la (1) e la (2) 



^r-* (x) 



Jf'Hx)dx = xf'^ [x) —Jf{x)dx — af'H(t), 

dove, fondendo in un'unica costante d'integrazione il termine af~^{a) e gli altri 
due termini costanti che provengono dai due integrali A e B, per effetto dei limiti 
inferiori a ed f"M«)» si ottiene senz'altro 

J f-^x)dx = xf'^ix) — f f(x)dx -{■ costante. 

Questa relazione prova l'asserto, giacché i tre termini del secondo membro, e 
quindi la loro somma, appartengono al corpo F. 

Infatti, uno di essi vi appartiene perchè costante; per ipotesi vi appartengono 
X ed f~^{x)f e quindi il loro prodotto; vi appartiene inoltre l'integrale indefinito 

di f{x)j integrale che per un momento chiamerò ¥{x); ora j f(x)dx si ottiene 
da Y{x) sostituendovi f-'^ix) al posto di or, eseguendo dunque una operazione cor- 
rispondente ad una funzione del corpo V sopra l'elemento f~^(x) che per ipotesi 
appartiene al corpo T. 



(*) Intendo per corpo di funzioni un insieme di funzioni tali che, operando sopra di esse, sia 
razionalmente, sia con una generica funzione dell'insieme, si ottengano sempre elementi dell'in- 
sieme. 
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A2 = = Iim 1 -^ . 

Un'osservaiione analoga a quella fatta più sopra riguardo agli infinitesimi 
del secondo membro ci conduce alla sostituzione analoga; avremo cioè: 



A2 = lim 2 r— 5^ — 



Continuando questo procedimento, sviluppando cioè i termini del sommatorio 
e facendo ancora la sostituzione degli infinitesimi avremmo ora: 



ed essendo 

,. Ir ,. n(n 4-1) 1 

si «vrà 

i, = 2 = 1'™ ^ 2 

In simil maniera si otterrebbe 



rhi) 



' 6 ,. i(n-r4-l)(w-r + 2)(n-r4-3) ' l "^ nj 



ài = = lim 21 

h 



* 24 ,. i (n-r+l)(M-r + 2)(n-r+3)(n-r + 4) '^ T"^ ti/ 



= lim S 



24 



È facile ora vedere la legge di formazione dei coefficienti dei termini dei som- 
niatori considerati, giacché ognuno di essi è formato dalla somma di tutti i coef- 
ficienti dei termini del sommatorio precedente a cominciare dal corrispondente 
termine; abbiamo infatti 

12 3 r ,. f,. _L 1) 

,.= 1 + 1 f 1 + ... + 1; ^^\J ^^ = 1+2 + 3 + . ..-i-r; 

':(^lH':+l) = l+3 + 6 + 10 + ...+ ecc. 

Essendo 

1, 1, 1, 1, . . . 1, 

la prima serie di coefficienti, le altre saranno i successivi ordini dei numeri figu- 
rati; ed avremo allora in generale 



^ r(r-f l)(r + 2)...(r+;;~2) 
ip = lim (p — h^- ^„)(^j ^ 



l r(r-H)rrH-2)...(r 4-;>-l) ^ \ ^ n) 
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ed esibendo 

; v{r^l){r^2)..,U'^p-2] ^ nin + 1)(» + 2) >^ - ('i + P — ') 

n {P-I)l pi 

e qamdi 



lim ■ 



fiLbkmo anche: 



{p-lìl ^ I 

n* pi 



K- 



^t^hi = 






= lim S 






^p+i) 



('+?) 



Hl'-Hl 



ponendo successi vamedte p = 1,2,3... e djifìTìmtrdo per Urevita Rij+-, (^) il boh 
ni&torio del secondo membro^ si hn 

Al = (^^^Lh l - f^f^ =U,M, da cui /'(,r + ft) = n.TÌ + /i Ri(^), 



A,^ 



Ai-rw 



^RiM, da cui f{^-^h)^fijr)'^hfW-\-h^B^Ìxl 



Ab^ 



A, 



^^ - Bi(;r), d« cui ^x+/,)=A^)+V(^) + ^ / (x)+A»mW; 



ed In generale olteuìaino 

fi^-\~h) = n^) + ?i fi^) + 2^ r» + 3-> f » ^ ^ ^ + ^ z'^'*' (.^ì + ft"^^ i^.H w ^ 

Se al crescere di p^ Ep tende a 0, la serie 

tM + hfi^ì + ~ f'ix) . , . + |! ^►Ma-) . , . 

sarà convergente, e la smiima dei suoi primi tennini si potrà, prendendo p abba- 
stanza grande, far differire da f{x -\- h) di tanto poco quanto m vuok i |Mitreni(» 
quiodi scrìvere: 

«^pressione dell» serie di Taylor. 



P=o pi 



UuiDo Ascoli. 



\m\ liOl), ()E (Id^, liOll, lllU K Gli 



f>(M>« È doto ttn fascio di coniche rd un punto P. Sì trovi il ìti^go dtl punto 
ti ^incontro del diametro che passa per P colla polarf di P, Caso in cui il f(tACÌo 
di coniche si rtditce ad un fascio di circoli. Ci rek> Street. 

Parte I. — Risoluzione della s\^.'* Longobardi e del sig. Barisien. 

lì fascio di contchc .sia rapprcì§euUto dall'equazione 



^OT*. — Perr^tinAro I0 ri«i>li]£ìiìi]| delJ« quuiionf A04, COft MTÌAt« d«l ^\%. BariAiéM ^uui0 U 
Jì. pree«dtnt0 era già In mmctiLini. 



PERIODICO DI MATEMATICA. 143 

le coordinate x^ y dei centri sono date da 

1/ equazione di ogni diametro di (1) è dunque 

^\ + h'V^ + m (cpV + Ar^'y) = 0; 

questa è Tequazione del diametro per un punto dato (ari yi), se m ha valore tale 
da farla verificare da x = xi, y = yi, cioè se 

intendendo per cp'n il valore che asssume ^\ = — per x = xi etc. L'equazione 
di ogni diametro per P di (1) è dunque 

(cp', 4- k^\) (y'yi 4- A:4)'y,) — (9 XI + A:4)'xi) ((?> + k'\^'y) = 0, 
ovvero 

<P'*'^ yi — qp'ii^'y 4- A;(cp'x4>'yi — ^'jci^'y + 4>'x9'yi — *'xi<f 'y) + ^'^^i*'»* yi — ^Xil^'y) = ^' 
ovvero 

(2) (?'x 9'y) + ^ [(?'« *'/) + (*'x «''y)] + ^-'^ (*'x +'y) = 0, 

intendendo per 

(AB) = ABi— AiB. 

La polare di P rispetto a (1) è 

(3) (9 XI + k^'x,) X + ((p'yi + k'Vyi) V + cp'^i + Artp'n = 0. 

Eliminando k tra la (2) e la (8) si ha l'equazione del luogo richiesto dei punti 
d'incontro del diametro di P con la polare di P. 
Dalla (3) si ha 



essendo 






P<P = 9'xiX + «p'yiy + <p'zi = pa = ^'xix + 4>'yiy + 4* Zi = ^ 

le equazioni delle polari di P rispetto a 9 = 0, 4» = 0. Se sostituiamo nella (2) 
il precedente valore di k si ha pel luogo richiesto l'equazione 

(9. 9'y) Py ' + [(t'x f y) + (*'x +'y)] ^V ^«P + (*'* ^'y) P V = 0. 

Parte IL — Risoluzione del sig. Barlsien. 

L'equazione dei circoli di un fascio riferito all'asse radicale e alla retta dei 
centri è 

ar>4-y»-2Xy4-K = 0, 

dove K è fisso e X variabile. La retta che unisce il punto fisso F(xityi) col cen- 
tro (0, X) del circolo ha per equazione 

y — X ^ a? 

»/i — X xi 
ovvero 

X(a: — xi) = xyi — yxi. 

La polare di P rispetto al circolo ha per equazione 

^^i 4- yyi — >« (y + yi) H- K = 0. 



ÌS^ 
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Eliminando X fra le due ultime equazioni ai ha 

[xxi + yyx + K)(ar — ari) = (y + yi)(xyi — yxi) 
ossia 



^' + y*-^(- 



^)-K = ( 



li luogo cercato è dunque un circolo che passa per P ed ha il centro suirasse 
radicale del fascio dato. 

00*7» La retta che unisce «n punto M di nn^ iperbole con uno dei fuochi 
incontra in N, N' gli assìntoti. Dimostrare che le lunghezze MN, MN' sono funzioni 

razionali delle coordinate di M. 

Barisibn. 
Risoluzione della sig."* Longobardi. 

Sia M(ari,yi) un punto dell'iperbole 



(1) 



1. 



Un fuoco dell'iperbole è F (e, o), essendo r - Vn* -f- &*, e le equazioni dei suoi 
assintoti sono 



(2) 



L'equazione di MF è 



f / = ± — a* . 

^ a 



(3) 



y — y^ 



yi 



Xi — e 
La retta (3) incontra le rette (2) nei puuti 



[x — Xi). 



si ha dunque 



^ ( ocyx ^ bci/i \ 

\at/i —b(xi-—c) ' nyi — b [xi — e)/ 

N' = ( "^^' , __j-bcyx__\ 

\aiji -^ b{Xi— e) ' ayv + 6 (a?i — e)} 

MN = (^i^^'^^-^^^fJ^i — « ') 
~ a [ayv —b[xi — e)] 



MN': 



« \ayx + i (arj — e)] 

cioè le lunghezze di MN e MN' sono funzioni razionali delle coordinate ari,yi, di M. 
Altra risoluzione del sig. Occhipinti. 

v08« Luoghi dei fuochi e dei vertici delie coniche tangenti a due rette date 
in due punti dati. 

^O J» Luogo dei vertici delle iperboli che hanno un assintoto fisso e sono tan- 
genti ad una retta data in un punto dato. 

Barisien. 

Risoluzione della sig.*" Longobardi. 

1) Le rette date siano gli assi, o) il loro angolo e (a, o), (o, b) siano i punti dati. 
L'equazione d'ogni conica avente un dato fuoco {Xf y) è 

(U i:^ - X}' + {tj - Yp + 2^^ ^ X} {y - Y) eoa ti. = ( A^ + tly + C)* 

Le ascbue x dei punti di incontro della (]] cun l'asse della ,r soiiu dà 

[X — X)' -h V-* - 2 f;r — X) Yrosta = (A.r + C)* 
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cioè sono le radici dell* equazione 

(2) x^ (1 — A*) — 2j- (X + Ycosto + AC) + X» + Y^ + 2XYcosa) — C* = 0. 

La (1) è tangente dell'asse della x nel punto (a^O) se le due radici di (2) sono 
eguali ad a; e ciò lia luogo se 

(X -f Ycosd) -f AC)2 = (1 - A'') (X« H- Y« + 2XYcosu> — C^) 
X -f YcoscD + AC 



1 — A^ 



Dalle precedenti si La 



, , _ ff « + C« - (X« -^ Y« -f 2XY COSO)) 



, „ X« + Y* + 2XY COSO) - C* - a (X + Y cosw) 

AL = 

fi 

donde 
„» -I- c« ^ (X« + Y« + 2XY COSO)) _ r X« + Y»-f2XYcosft) — C= — fifX + Ycoso))] » 

ovvero 

(3)C*[a«+X»^-Y2^.2XYcosa)-2a(X4-Ycosa))HX«4-Y'^^-2XYco9a)-fl(X4-Ycos.r)l^ 

Similmente, pel contatto con Tasse delle y nel punto {Ofb) si ha l'altra equazione 

(4)C2[62+X«+Y-^4-2XYcosa)-2^(Xcosa»+Y)]=[X«-fY«+2XYcosa)-ft(Xcos(i:H-Y)]^ 

Eliminando C tra (3) e (4) si ha l'equazione del luogo dei fuochi (X, Y) delle 
coniche tangenti all'asse delie x nel punto {a, o) e all'asse delle y nel punto (o,b). 
Detto luogo è la quartica. 

(5) (X« + Y« H- 2XY cosa))( Ò«X« - a^Y') — 

- 2ab [bX^ (X + Ycosto) - aY* (Xcosw + Y)] + aV (X^ - Y^) = 

che ha un punto doppio nell'origine. 

2) Le equazioni delle coniche tangenti agli assi nei punti {a fO),{o,b) nono date da 

(6) {bx -\-atj — ab)^ -h Kxy = 

al variare di K, e le coordinate x, y del centro sono date dalle equazioni 

2ò {bxi H- ayx — ab) -{- kyi = ; 2a {bxi -f ayi — ab) -f- l^'Xi = 0. 

Il coefficiente di direzione del diametro per un punto {x,y) della (6) è 

_ y {k -I- ^ob) — 2ab^ 
"*~ar(A' + 4ac) — 2aV>* 

Il coefficiente di direzione della tangente alla (6) nel suo punto {x, y) è 

, _ _ 2b {bx -f Of/ — (*b) -\- hy 
2rt {bx -{- ay — ab) + ^'-^ 

Il punto {x, y) è un vertice di (6) se il diametro e la tangente per esso sono 
perpendicolari : ciò ha luogo se 

{ni -|- vi) COSO) H- wtn' 4-1 = 
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ovvero 

Eliminando k tra la precedente e la {6) »i Ita Teq nazione dei luogo dei vertici 
bielle ooaiciie tangenti atra^se delle jc nel punto (et, o) e alTa^se delle y nel 
punta {iìf h) detto luogo è la curva dì <]uÌ3ito ordine 

a?* [tib{2bx — ab] — {h^ — ny)'} (— hx H- m/ + iib\ — 

— 1/" \ab (*2fiy — ab} — [bx — n^)*] (frjr — f j/ + ^b\ -— 

— 2jrt/ cosai {hx — ay] [ftb {bx -\- ny) — [bjc — «y'J ^ 

die ha un punto triplo nell'origine, 

3) Ponendo nella (5) e neirultima eqiìfizLone ^ =i io si hanno te equazioni d^i 
luoghi dei fuochi e dei veitid dello coniclie che sono tangenti nel punto t«, M 
HÌra^se della j; e hanno l'asse delle ^ pei aasintoto. 

Detto equazioni sono 

^^ [-r^ + / + 2x^ COBO* — 2^ (jr H- ^ conta)] + «' f x' — /) — 
^'^{a —x) [{a — x]*^ + *2j:^ coatn] — ^^ («^ + x^) {ft-^x) — Ù 

e ruUima risolve la qnistione 609. 
Altra rìsoiuzìone del sig. Occhipinti. 



filo* (700) f*J Tt'OFfire la relazione che deve estaitre tra i t^of/fìcteìiti del po- 
linomio f (x) — ais"" + a:!x™^' -\- . . . -h a,nx -J- ttmi-i parchi- sia d imbibile per x--*j^ 

Cakdido. 
Ritoluzione del £ig. Occhipjnlì. 

Affinchè f{x) sia divisibile per x^ — jn^ ù necessario o sufficiente che lo «ìa 
per X — ai*perj'4~^t cioè che ai abbia conteinpoinneamente; f{jx)^=0, f{ — a^ — 
da cuìf eliminando a^ si ha 

',..... .0 



«I {lì. 

ai a^ <fj. 



■ «in+l 



ai 

0. 
0. 



■ ^111-3 fT„_i fini dm+i t> 

„ i- l)-".!! (- D^'iffi . . . -n^ rt^^i 

. (— lì"*fifi (— D-^-iffa (— lr"-^W * * * o,n+i 



(— lj"«ll 



. fflU^S <*IU-1 



^0. 



Oi'A* (704) iSf Cónsìdffi il sistema di circoli tangtnti Iti ttn punio fisso ìi ad 
Htm parabola data. Il luago del punto d'incontro ddU t ttn ffenti comuni alfa pm^- 
boia € ad ìtno di tali circoli [distinti dalla tangente in Mjj i) una part^bola. 

Hakisicn. 

Risoluzione del ftig, Occhlpinti, 

Sia MT la taii^onto in M; fissata una tanj|^4>nt<? p alla parabola, è detonninfitu 
un sol cerchio t Eingente alla p ed alla TM in M (escludendo fra le tangaJiti <iq- 



r^l Le quiitiotii nuniernte dal '^10 &1 fiVì corrispondono a quelle dal laiekoLo pr«cfld«i)ta M 
7i>U aI li}'} eoaì numerati] m cnu^^a di un «rritrv lipogrAflao. 




PERIODICO DI MATEMATICA. 147 

muni la TM), e quindi una tangente q comune alla parabola ed al cerchio (diversa 
da /> e TM). Viceversa data una tangente q è determinata pure unicamente, colla 
stessa costruzione, una tangente p. 

Si consideri allora una trasversale r arbitraria: fra le serie di punti d'incontro 
della r con le rette p e q interviene una corrispondenza tale, che, ad un punto 
(intersezione di r con p) corrisponde un punto Q (intersezione di r con q) e 
viceversa. Dunque si hanno su R due punti di coincidenza, cioè due punti del 
luogo cercato che è perciò una conica. Esso passa evidentemente per M. 

Per decidere della natura di essa osserviamo che, quando il raggio del cerchio 
tangente alla parabola in M cresce indefinitamente, il punto di concorso delle due 
tangenti comuni (distinte dalla tangente in M) si allontana indefinitamente da M, 
dunque al limite, quando il cerchio si riduce alla retta doppia MT su cui si con- 
fondono le tangenti comuni il punto di concorso (punto del luogo) sarà all'infinito 
sulla retta MT. 

La conica è dunque una parabola il cui asse è la retta MT ed il cui vertice è M. 

Altra risoluzione del tig. Niccolai. 



QUISTIONI PROPOSTE 



616. Gli archi massimi condotti da un punto P ad un circolo mi- 
nore, della superfìcie sferica verificano la relazione 



tang -^ PM . tang -^ PiM ^= costante. 



Cassani. 



617. Si descrivano tre semiperbole ciascuna delle quali abbia per 
assintoti due lati di un triangolo equilatejro, e sia tangente al terzo. 
La minima distanza fra due di esse è (V2 — l) l, essendo l la lun- 
ghezza del lato del triangolo. Greenstreet. 

618. Calcolare il raggio del circolo tangente ad una data iperbole 
e ad uno dei suoi assintoti nel centro dell' iperbole. 

Caso dell'iperbole equilatera. 

619. Il luogo dei punti d'incontro di due parabole che, essendo 
tangenti ad una retta fissa ed avendo un fuoco comune in un punto 
dato, hanno inoltre costante Fangolo dei loro assi, si compone di due 
circoli. 

620. Si proietti un punto M variabile di una ellisse sui due assi 
in P e Q, e si proiettino i punti P, Q in P', Q' sulla tangente e in P ", Q' 
sulla normale in M alla ellisse. 

Si trovino le aree delle curve del sesto ordine luoghi dei punti 
P', Q', P", Q", e delle curve di sest'ordine inviluppi delle rette PP', 
PP", QQ', QQ". E.-N. Barisien. 



M& 
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Heentiai Strie Pìmko-Maihhnut itine. l*aris. t\ Naiid. 

N. 10, KituENio Nkculcéa. — U feìiomeno- di Kerr fti t fenùmati 
dettro'ottid, Febbraio 1902. 

in questa notevole motiografìa vienfi csatiuiiata con molta prorondità il fetto- 
mititì iti Kerr o lìella doppia tifnt^ione eUitricn, corrispondente al fatta tlie un 
mezzo ìaotiopo diviene biri frangente botto l'nzione di nu campo olettrieo. 

Noli A prima pai te del In voto leono ncordatc lo ricotche aiipefimentalL Ciot' Kerr, 
(ìisponendo convenientemente fra gli elettrodi del secondario di nn rocchetto èi 
Huhmkorff una Iantina di vetro ed Ofiìservftndola attraverso un polarJ&copio, vide 
ch'essa eÉ^ercttavn un'azione depolarizznnte sulla Iure che Tattrii vergava tu diii-- 
zione normale allo linee di forza elettrica. L'effetto era maasiinot »e il piauti ili 
polarizzazione era a 45" delie linee di forza (1* posizione); irregolare a nullo, m 
quesito era parallelo o normale ad esse (2* peaiziono). Inoltro esigeva un eerto 
tempo a prodursi e ecomparire; cresceva d'intensità colla tensione elettrica^ nieatrir 
il verso delle linee dì forza non aveva influenza. L'aziono del campo elettrico cw- 
rispondeva all'effetto prodotto da nna cotupt'fs^totit pel vetro e pel quarzo ed a 
quello di una tyutiiouÉ per la resina, 

Kerr attribuì il fatto air orientazione polare delle particelle del dielettrico 
sotto l'azione del campo, in armonia ali* ipotesi di Faraday sulla poTavizzazionf 
elettrica dei dielettrici. 

Tlrongersma riprese te eì^petienze di Kerr, mi|j;liornndu le condizioni oper inden- 
tai i» e potè t^eguiru e descrivere i diversi aspetti cbe» col variare d'intensità ilei 
campo, presenta la luce attraverso una lainiua di vetro o di spato^ quando il piano 
di polarizzazione è nella 1' e 2*^ posizione. 

Kerr verificò che il fatto si presenta anche nel liquidi, con modalità afatto 
imato;ihe quando m pftiiisa dalla 1* alla 2' posizione. Però in tal caso il feaonu'hu 
è ìòtaiitaueo e la Ince trasmessa varia assai d'intea^itii con quella del cnmpo. 
presentando colla l* posizione due pla^^Ue molto intense vicino agli elettrodi e 
sfumata verso l'equatore e dintorni, e presentando colla 2* posizione solo un 
ijottilf] orlu dt luce Tivi.ssima alle estremità ed una debole illuminazione nel resto 
del campo visivo, mentre cbe una zona equatoriale molto estesa resta oscura. Ter 
alcune sostanze^ le piìi numerose, il raggio è polarizs^ato perpendicolarmente alli^ 
lìnee di forza t^^rpi otticamente elettro- posi ti vi), per altre invece è polarizzato 
parallelamente alle linee stesse (corpi otticamente elettronegativi), 1 dielettrici 
politivi agiscono come il vetro sottoposto a trazione secondo una direzione paral- 
lela alle linee di forza, i negativi come il vetro compresso. V' i ò poi una relazione 
iati tra fra i caratteri chimici dei compo^^ti ed il loro potere elettro-ottico. 

Rontgen, ripetendo lo ricerche di Kerr sui liquidi, ne conferma i risultati» os- 
servando in piti che, qunndo il piano di polarizzazione passa dalla P alla ^^ p<^' 
.sizione, il fenomeno è complementare. 

Tale fatto potè meglio ossero precisato e descritto da nrongersma^ Il qtmU'- 
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usando a vicenda elettrodi sferici col metallo nudo e ricoperto di vetro (come due 
bulbi di termometro) potè altresì notare che nel V caso il liquido è in continuo 
movimento, mentre nel 2® sta in quiete. Non osservò invece, come apparve a 
Kerr ed a Rontgen una scarica oscura attraverso il dielettrico, la quale avrebbe, 
una notevole importanza per l'ipotesi di un'azione perturbatrice esercitata dall'e- 
lettricità sulla luce. 

Dalle ricerche quantitative risultò a Kerr che, in un campo elettrico uniforme, 
la differenza di cammino, espressa in lunghezza d'onda, delle due componenti della 
luce polarizzata perpendicolarmente e parallelamente alla direzione del campo è 
proporzionale al quadrato della forza elettrica. 

Della costante di proporzionalità, detta costante di Kerr, viene riferito poi il 
calcolo e la misura assoluta di Lemoine. E per essa, definita come t7 ritardo, 
espresso in lunghezza d'onda, di una vibrazione luminosa polarizzata in un piano 
normale alla forza elettrica, V intensità di questa essendo di 1 U. E. S. e lo spessore, 
attraversato dal raggio luminoso in direzione perpendicolare, di 1 cm., risulta il 
valore di 8,70. 10 -^ 

Infine vengono ricordate le ricerche di Blondlot e quelle di Abraham e Le- 
moine, dirette a stabilire se decorre un tempo apprezzabile fra l'azione del campo 
e l'apparire della birifrangenza nei liquidi, le quali portarono rispettivamente alla 

conclusione che, se ritardo vi è, esso non può superare ^^^ ed ^- di 1", 

e viene inoltre ricordata la disposizione di RQcker per proiettare il fenomeno di 
Kerr. 

Nella seconda parte è esposta la teoria matemetica di Pockels, fondata sul- 
l'ipotesi che la costante dielettrica del mezzo coibente varii proporzionalmente al- 
l' intensità del campo, e quella di Voigt, il quale parte dalle equazioni sulla teoria 
elettromagnetica della luce, che Hertz generalizzò per la spiegazione dei fenomeni 
di dispersione, e le modifica in altre ancor più generali, per adattarle alla spiega- 
zione delle azioni ottiche di un campo elettrico, mediante le ipotesi semplici che 
l'azione del campo dipenda dalla presenza delle particelle ponderabili, che i feno- 
meni sieno conservativi, che abbia luogo la sovrapposizione di vibrazioni differenti, 
che le componenti del campo debbano entrare colla potenza piti piccola possibile; 
equazioni, le quali possono spiegare i fenomeni già osservati e suggerire nuove 
esperienze per fenomeni che sembrano risultare dalla teoria, ma che ancora non 
furono confermati dall'esperienza. 

A tale proposito nella terza parte è studiato analiticamente un fenomeno elet- 
trico analogo al fenomeno di Zeeman. Vale a dire le formolo di Voigt per i mezzi 
che danno bande di assorbimento intense prevedono, come azione del campo elet- 
trico, degli spostamenti o degli sdoppiamenti di questi raggi. Ora tale azione elet- 
trica sulla posizione delle bande di assorbimento, analoga all'azione magnetica 
conosciuta, può essere considerata come l'inverso del fenomeno di Zeeman. La 
discussione assegna al fenomeno un valore piccolissimo, e quest'ò la ragione per 
cui non fu ancora avvertito. 

^e\V Appendice infine è fatta menzione delle ricerche di Schmidt, il quale trovò 
che il fenomeno di dispersione, legato a quello della doppia rifrazione elettrica, 
varia da una sostanza all'altra; che la costante elettro-ottica diminuisce colla tem- 
peratura e non è una costante addiettiva, inquantochè le soluzioni non sembrane 
in proposito seguire alcuna legge semplice. 

G BROS A. 
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Opere matematiche di Francesco Brioschi, Tomo II. Hoepli, 1902. 

Annunziammo già il principio di questa importantissima pubblicazione fatta 
dall'editore U. Hoepli, coi tipi della tip. matematica di Palermo sotto gli auspici 
del comitato per le onoranze al grande matematico estinto. 

Il II" volume testé apparso alla luce comprende 35 memorie inserite negli ^n- 
nali di matematica pura ed applicata dal 1858 al 1S87, cioè dal tomo I, della 
!■ serie al tomo XIV della II' serie. Revisori del volume sono stati i professori 
Oerruti, Gerbaldi, Loria, Pascal, Pittarelli, Reina, Tonelli. 



Opere matematiche di Eugenio Beltrami, pubblicate per cura della fa- 
coltà di scienze della R. Università di Roma. Tomo I con ritratto 
e biografia dell'Autore. Hoepli, 1902. 

Eugenio Beltrami era stato incaricato col Cremona di dirigere la stampa delle 
opere del Brioschi, mlt nel febbraio del 1900 lo seguì nella tomba ed immediata- 
mente la facoltà di scienze di Roma, decretò di raccogliere e ripubblicare in edi- 
zione nuova e completa tutti i suoi scritti scientifici. 

Ed ora è uscito il primo, dei quattro volumi almeno, che costituiranno l'intera 
collezione, nello stesso formato delle opere del Brioschi. 

Questo I volume comincia con un estratto della bella commemorazione del 
Beltrami letta dal senatore Cremona nella solenne adunanza delFAccademia dei 
Lincei tenuta il 10 giugno 1900, e contiene 26 Memorie pubblicate nei primi 8 anni 
di studio cioè dal 1861 al 1868 in vari giornali italiani e stranieri. Fra questo 
si trovano le celebri memorie : Ricerche di analisi applicata alla geometria. — Snlìa 
flessione delle snperfici rigate. — Risoluzione del problema: Riportare i punti dì 
una superficie sopra un piano in modo che le linee geodetiche vengano rappresen- 
tate da linee rette. — Delle variabili complesse sopra un piano qualunque. — Saggio 
d' interpetrazione della geometria non-Euclidea. — Teoria fondamentale degli spazi 
di curvatura costante. 



I - 



Ronca e Bassani. — Balistica esteiim. 

Ronca. — Manuale di Balistica estenui. 

Ronca. — Manuale del tiro. 

Pesci e Ronca. — Abbachi per il tiro. 

Ronca e Pesci. — Abbachi generali della Balistica 



Tip. Giusti 
Livorno, 1902. 



Non è dell'indole di questo giornale il parlare di libri tecnici, ma quelli di 
cui vogliamo occuparci (con la brevità che ci è imposta dalla ristrettezza dellu 
spazio) hanno un carattere che interessa anche i giovani studiosi delle scienze 
«satte, perchè sono un esempio di una delle tante utili e immediate applicazioni 
alle cose pratiche e più comuni della vita, a cui conducono le matematiche pure. 
Infatti dai libri in parola appare come, partendo da teorie matematiche, si possa 
arrivare, con processo continuo alle più importanti applicazioni dell'alta Balistica 
e mano mano fino alle più semplici e pratiche regole di tiro che si insegnano ai 
tiratori di fucili e di cannone. 

<y\\ autori della Balistica, cominciano per trattare un problema noto di mec- 
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canica * il movimento dei proiettili nel vuoto , ma 
lare del tiro e per dedurre regole e formolo che 
Segue poi un lungo ed interessante studio del pi 
deiraria, problema che finora la scienza non ha 
risolvere. E perciò gli A. non potendo in un tratti 
meno complete e fondate, hanno principalmente mo 
del detto problema. 

Ma hanno raccolto una così lunga messa di dati 
saputo dare all' interessante soggetto uno svolgimeli 
che gli studiosi di fisica potranno rendersi un cont 
richiedono da loro e trovare argomento di ricerche 

Agli autori lo studio in parola è poi servito pe; 
rare la resistenza, nella soluzione del problema d<! 
problema a cui essi dedicano, come è naturale, la 
torno al quale, mentre presentano molte quistioni : 
una luce nuova, fanno interessanti ricerche proprie e': 

Inoltre la quistione generale è stabilita con noi 
le soluzioni piii importanti fornite finora dai vai 
è coordinata con un indirizzo unico e logico, in mi 
mai di vista lo scopo proposto, e si rende un coi 
del problema e dei vantaggi delle varie soluzioni, 
teressa anche gli studiosi di matematiche, le oper<! 
sì occuparono di artiglieria nei due secoli scorsi e 
pici o meno esteso secondo l'interesse che presenta 
giore ampiezza di esposizione è data all'opera oraif 
•con molta cura ne mettono in mostra tutta l'impoi 

Espongono poi largamente una soluzione da ei 
<;ompletauo il capitolo con uno studio anch'esso oi i 
per legare le formule del tiro con i risultati del ti i 
Cina importanza pratica notevole. 

Dopo ciò seguono altri argomenti di carattei ( 
rilevare quello importantissimo relativo al modo d 
<ì trattato con speciale competenza, e finalmente i 
stadio sul calcolo delle probabilità. 

Completa il libro stesso un Manuale di Balisti ; 
numeriche che servono alla Balistica e tutti gli es ! 
teorie che in essa sono trattate. 

Ma questo secondo libro è molto più di un semp 
per sé stesso un trattato in cui sono state soppr • 
mole, per sostituirle con esempi numerici. Nume ' 
della Balistica dove quelle dimostrazioni si trovai) > 
tracciata chiaramente la via da seguire per risolv i 
di rendersi conto di quello che fa. S'intende perei 
desto titolo, non ò da confondere con gli ordinari 
potremo mai dire abbastanza la sua grande utilità 
prezioso per i pratici. 

Nel manuale stesso si mostra anche come i p i 
sono risolvere senza calcoli di sorta con i metodi : 
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ficopo nspoiuie rALUnm ilegli Abb&chì generali i]4.4ln Haltgtiea che costituii^ce un 
vero trionfo Jella Nomogrftfin sta^sa. 

Il '^ MAuiialtì del Tiro ^ m occupA di questioni assolutnniente tecniche. L'autore 
ibpo aver rìconlattj t« furinola fondamentali deiln Bali^tLi^B no ilodiico quelle che 
l'artifrlìeWa impit^ga durante i tiri^ studia poi U cau^t^ di variazioni del movimento 
dei proiettili e lo regole di correzione^ le probabilità pratiche d\ colpirò, la ricerrn 
iletE^Vì elementi di tiro col aus«}idìo dallo tavolo di tiro e degli abbachi, gli effeKi 
dei proiettili e Jinalniente i niÉiiodì per eaegutre o dirigere i( tiro. 

La Letteratura militare « ricchÌ3ì*inift di opere sul tirOj ma nesisuno aveva ten- 
tato (inWa di riunire in nn libro solo tutti gli argomenti ad esso l'etativo, 

[j 'auto re perciò ha fatto un libro nuovo noHa forma, importante nello scopu, 
tiriginale in gran parte nella costanza e che merita la maggior considerazione. 

L'esposizione delle formolo del tiro e molto chiara ed ordinata. 11 capitolo sulla 
correzione del tiro è in gran parte originale e fornisce nna raccolta di regole ftf- 
plicnbilt tanto in mare che in terra, ciò che rappresenta nna interessante novità. 
Lo studio sulle probabilitli ili col pi le, nuovo sipecialmente per ciò che rignarda il 
tiro navale^ ed in gran parto per ciò elio riguarda le tolloran;ee nel tiro, ìnteTe:dsa 
anche i profani e condnce Tanto re ad elevate conseguenze sul ni o ilo di combatter?. 
Lo studio ani la ricerca degli elementi del tiro porta T autore ed il prof, t^esci a 
numerose applicazioni di Noinogratìa e si può affermare elie mal qnesta nuova 
scienza fn cns'i largamente adoperata per risolvere le questioni pratiche, l/album 
poi che contiene gli abbachi (abbasìu per il Uro) ò una vera novità e^ perchè tiu'ora. 
mai era apparso tutto un album nomogratico applicato ad nna particolare scienza. 

Lo studio sulTeffetto dei proiettili è completo eil interessante ed è arricebitu 
*\ti una notevole formula di perforazione deirnutore, e Hualmente la raccolta delle 
regole per eseguire e dirigere il tiro, ultre a riuscire molto utile, perchè permette 
lii studiare e paragonare specie di tiri differentissìmef contiene le regole del tiro 
navale che costituisce uno studio originale mai finora tentato in una maniera cost 
completa. 



Hilbert.— The fttmÌGtwns of gmmetnj Autometl traiislatio» by E. J, 
Toìvnsend Pli. D. Chicago. — The open court publishing com- 
pany, 1902. 

L'originale tedesco ehUe origine dal corso di letture fatto dalt^autore anlla geo- 
metria Euclidea durante il semestre invernalo 1898-9^*, e fu pnbblicato nel l'Sy9 
in occasione delta inanguraaione del monumento a Gausa- Weber iu Gottinga. Poco 
tìopo ne fu fatta una traduzione francese con agji;iunte^ ed ora il prof. Townseiiil 
deìr Uni versi tii d'IUinoiB ne ha pubblicata la traduzione inglese. 

Como si capisce dal titolo, il libro è un nuovo tentativo di nna scelta dì pùstn- 
lati sempJkit comphti ^ indipetìdenti sn cui si possa fondare l'intera geometri» 
Euclidea, che deve ngf^inngersl ai molti di cui è ricca la nostra letteratura, fra 
i quali primeggiano i fondamenti del nostro Veronese* 
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Sub^fe MÌNtìPALl 

operazioni dell'analiNi combinatoria formale e su alcune loro ap- 
plicazioni relative allo sviluppo rapido dei determinanti e degli 
i perdeterminanti. 

(CoHtinttaz., e fine v. fase, precedente) 



Enumerazione delle combinazioni relative ad una matrice qualunque. -- 

Occupiamoci ora della determinazione del numero delle combinazioni 
relative alla matrice T suddetta. 

Indicandolo col simbolo i • • • i • • • J • • • « j ^j^,^ j^ j^ - 

L n . . rn, J ' 

dei numeri ri , . . . t^n è il numeratore di esso, e la serie dei numeri 
ri . . . r,„ il denominatore ; sarà al solito I,v = Sr ; Vi <. m ; r^ <. n. Ve- 
dremo tra breve in qual modo, dato un sistema di valori delle v ed r 
soddisfacenti a tali condizioni, si possa giudicare se il valore del sud- 
detto simbolo è non è diverso da zero ; in altri termini se esiste o 
non esiste almeno una combinazione relativa alla matrice T. Intanto 
osserviamo che : 

1^ Il valore del suddetto simbolo è indipendente dall'ordine di suc- 
cessione delle V e delle r. Infatti i ••• J •••«•••» ^ jl numero 

In r„i J 

delle combinazioni relative alla matrice 



Vi... i?i-, , yj , i^i+i . . . i;j-i , ri , t;j4.i . 



Ti = 



an 



«in 



ri 
: (*) 



Ora se aia, ai^,. . . aiA ; %«, «jv, . . . fljo sono elementi delle verticali 
/ma ^^ jnia ^ella T, appartenenti ad una combinazione ad essa rela- 
tiva, sostituendo ad essi rispettivamente aja, Oj^, . . . ajA ; «i;*, «ìk, . . ai^, 
si ha una combinazione relativa alla Ti e viceversa. Pertanto il nu- 
mero delle combinazioni relative alla T è uguale a quello delle com- 
binazioni relative alla Ti e viceversa. Segue che il valore del sim- 
bolo I * • • • " non cambia scambiando tra loro due delle v ; esso è 
Ln...r,n.l 

pertanto indipendente dall'ordine di successione delle v. Analogamente 
si dimostra che esso è indipendente dall'ordine di successione delle r. 

2^ Il valore del simbolo ^ ' " "1 non cambia, scambiando il nu- 
Lri...rmJ ' 

(*) Scrivareino anebe in seg^uito sopra eiaaeuna verticale ed a destra di eiaaeuna orizzontnle 
di uDa matrice, il numero che indica quanti elementi di tal verticale od orizzontalo devono appar- 
tenere a eiaseuna combinazione relativa ad essa matrice. 
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meratore ed il denominatore. Infatti ciò equivale a ruotare di 90' v^^ 
la matrice T. 

3^ In ogni combinazione relativa alla T si trovano Vt^ elementi 
r/b// , rtk»/ ... (781; appartenenti alla r^""* verticale di T ; il complesso di 
tali elementi è una delle combinazioni Vtj a Vt, delle 0117,^217,... r/mi?; 
il complesso degli elementi rimanenti appartenenti alla suddetta com- 
binazione è una delle combinazioni relative alla matrice. 



Vtj-i , r^+i 



. r,, 



^11 ...ai.ry-i di.^-i-i ...c/m 



(Imi . 



. f/m,v-l ^m,v+l. . «^ii 



^1 

k - 1 



Il numero di tali combinazioni è 1 ... v 1 » v+i • . « n 

Ln,...rh— l,...rk— 1, ...?•«— l,...rn,l 



Si ha pertanto: 



inra rial h.C'.... Ln,.../*h— l,...rk— l,...rH— l,...r„,| 

intendendo il segno S esteso a tutte le combinazioni h ,k ,...s^ (t> 
a v,i), dei numeri 1,2, ...;;*, e supponendo soppressi nel denominatore 
^1 , . . . , ni — 1 , . . . r,„ quelli fra i termini ri, — 1 , ;-k — 1 , . . . r« — 1 che 
sono uguali a zero. Similmente si ha : 



[«'1^2 ^"1=2; f^''* 



' m -I 



..ri— l,...t?k— l,...t'8— 1,. 
r^^l...r„ij h.k,.... L^'i 7'o^i,f'0^i • . . . 

intendendo il segno 2 esteso alle combinazioni h ,k , .. . s ,(*'o a^ 
vo) dei numeri 1,2,...?*, e supponendo soppressi nel numeratore 
?'i . . . , Vìx — 1 , . . . rn quelli fra. i termini t'i, — 1 , t'k — 1 , . . . r» — 1 che 
sono uguali a zero. 

In seguito, alle (22) e (23) daremo una forma piìi comoda dal punto 
di vista pratico; osserviamo intanto che quando uno dei numeri n 
ed ni è uguale a 3, esse permettono di calcolare con facilità il va- 



lore del simbolo 
simbolo 



11122 
232 



Vn 



Si voglia ad es. calcolare il valore del 



Trattando della formazione ed enumerazione delle 

combinazioni relative ad una matrice di dimensioni m-^ 71 e J 2 
è visto che il loro numero si calcola colla formola 



SI 



L n Vt J l n n I Vt — jhì \n — pJ 
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15È 







Ll{qi) 2(„) J W — qj \Vt — qj 

' degli elementi del denomiDatore n , . . . r,„ 
1 1 e 2. 
la (23) : 

1022] 101112] 101121] rl0022'| 
2 3 J+L 2 3 J'+'L 2 3 ]^"L 2 3 J 

numeratori dei termini del 2® membro 

f 3 + 3 + 3 + 3 + 10= trentuno. 

ed m sia uguale a 4, il simbolo * " ' \" 

alle (22) e (23), per mezzo di simboli 

il numeratore tre soli termini, (numeri), 

imboli si potrà facilmente calcolare ; ma 

cesso pili rapido per calcolare in ogni 

I / " \" ci permette di ridurlo, se 



.2 
2 



.11 , 



. n 



qn 



(«) 



idciria, disponendo gli elementi del 

3do che percorrendolo da sinistra a 

guali ad 1, poi quelli uguali a 2, . . . 

>i , (i = 1 , . . . m), il numero degli ele- 

qi,{i = l, ,. . n), il numero di quelli 

i. Convenzionalmente scriveremo il 

jimbolo (a). 




/ 
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Adunque è, per convenzione, 



Pi Pm 

1 ,. A , ..m . .,m 
1 ... 1 ... n ... n 



(/i 



^n 






Indicando con /(po una successione i i..A di p\ numeri uguali ad i 
si ha pure: 



|l(pO...?«,p„)l ipi...pm\ 
Ll(qi} ...n(qn) I l ^l...^n / 



Siccome tra le t?i . . . Vn non sempre se ne trovano di quelle uguali 
ad «, potrà darsi che sia pi = 0; così pure può darsi che qualcuna 
delle q sia zero. Ogni qualvolta sia ;?i 4= e p,^x = pi+2 = . . . =Pn, =0 : 

rpiP«...piì'. ,. 

^ ■ invece di 



CIO 



«i + O e ^j+i = ft+a = ... = ?„=0, scriveremo [g^g^^^g^f 
rpi p«...Pi 0...0) T (PiP*-"PiV \ \n _i_A 

I /-i ^ /^i l . In { ^ '^ J è sempre Pì=^0 e ft =t= ; 

\ ^1 ^2 . . . gj . . . / \qiq2...qsf ^ ^ ^ ^J -f » 

però non esclude che alcune delle pi...pi-.i e qi...qi^i possono es- 
sere zero. Ogni simbolo della forma | ^ ' " ^* j si dirà ridotto a forma 

canonica primaria \ la sua caratteristica è che né il numeratore ne 
il denominatore contengono zeri finali. 

L'ipotesi i = m;j=^n corrisponde adunque al fatto che il nume- 
ratore ed il denominatore del simbolo l^'" ™ [ non contengono zeri 
finali. Le condizioni alle quali devono soddisfare le v ed r del sim- 
bolo I **" " I, si traducono facilmente 'in condizioni alle quali de- 

L ^1 . • . fin J 

vono soddisfare le p e le o del simbolo \ ^"'^^\ Intanto dev'es- 

sere: i<.in\j<^n. La condizione Sy = Sr diventa pi + 2pi + - ••"t- 
4- ipi = ^i + 2^2 + . . . -^jqs' Il numero delle v è Pi + . . . + Pi , quello 
delle r è ^i + • • • + ^j; pertanto dev'essere pi + . . . +pi = n; g'i + . . . 
• •• + ft = ^"; quindi ancora Pr <.n; ^8 <.m, cioè ogni pnon può su- 
perare n ed ogni q non può superare 7n. 

È chiaro che se i = m ed i = n, i simboli J^"**^"Je<^" "* 



non differiscono. Osserviamo ora che: 



Il valore del simbolo { ' " J non è indipendente dairordine 

l 'Zi ^ . - gj ; ^ 

di successione delle p o delle q. Ciò e evidente. 
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2^ Esso non cambia scambiando il numeri 
cioè: 






Ciò si deduce dalla proprietà 2* del simbolo 

Occupiamoci ora di qualche trasformazione 

nei casi 1° i = m^j =}= n; 2® * 4= w» J = n; 3® 2 = 

i=.m ed j'4=^*; sarà: p,n=|=0. Allora affinchè | 

da zero, dev'essere qi = q% = ..,^= q^m-i = 0. 
Infatti il supporre pm diverso da zero equ 
ogni conlbinazione relativa alla matrice T s 
menti di ^,u verticali, perciò nessuna orizzontai 
di /?m elementi, cioè non vi sono orizzontali co 
elementi di ciascuna combinazione; pertanto 

Sicché supponendo l®Pin4=0; 2^ che il valor 



sia diverso da zero, potremo scriverlo l^ '^ 
dotto a forma canonica secondaria diventa: 



(?Pn. 



Pi 



Pn 



ri I...w...m1 



qpm qj 

Applicando a questo la proprietà 3* del sii 
siamo sopprimere l'ultimo elemento del nume 



Pi 



Pn 



[1 1 .. .m . ..mi 
i>m . . . Pm j "j i~ 



J '"J 

9.) 



Pi 



1 1 

Pm 1,. . .^m 1 



S'pn, 



Infatti, essendo S g = m e quindi gpm + . . . 
zioni m ad in degli elementi del denominato] 

riducono ad una che sì ottiene prendendoli ti 
ottenuto (nel quale il numeratore termina con 
ad «i) possiamo ancora sopprimere l'ultimo e 
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tore, e così via possiamo continuare finché, dopo aver soppresso tutti 
gli elementi del numeratore uguali ad in, otteniamo il simbolo: 



Pi 



Pm-l 



1 ... 1 m — 1 , . . . , m — 1 

... 1 . . . 1 . . . j f — /?m. . . . J — Pvn 

il quale, ridotto a forma canonica primaria, diventa: 



fPi Pni-l ì' 

l (?P-+1 )i (?Pm+2 )a . . . (gj)j-p« / 



che contiene nel denominatore J — pm elementi (numeri) aventi rispet- 
tivamente il valore ^pm+t , q^f^+Q, . . . 5'j. (*) Adunque, se p„, 4=0, è: 



fpi . . .Pm ì'^fPi P^-A ' 

{qi-'-qs / l(^pm+i )i (^P«+2 )a . . . (ft)j-Pa. j 



(BJ 



Adunque il simbolo J ^^ • * • ^'" l nel quale puin= 0, si può trasfor- 
mare in un altro analogo, tale che il numeratore contenga soltanto 
gli elementi pi . . .;?m-i . 

Analogamente, se i=^m e j = n, sarà gn4=0, e si avrà: 



(Pl-'-PiV ^f (Pqn+Ol (^0+2) . . . (Pi)i-qo \ ' 

Wi . . . ^n / ^qi qx\-\ f 



(fn) 



E se i = m ed J=n, vale a dire se Pm, ?n4=0, applicando dap- 
prima la trasformazione (3m), si ha: 

f PlPa...Pm\' _i Pi pi ... Pm^ì \' 

^ qxq% . . . y,i / l (?P^+i)i (^Pffl+a)^. - ' {qx^U-pJ 

Essendo i>i + . * * +/>m-i + Pu\ = n sarà pi + . ♦ * 4- /^m-i ^ ?* — J'tfl. 
cioè il simbolo contenuto nel 1^^ membro è tale che la somma 6ei 
teniitni del numeratore è uguale al numero dei termini del denomi- 
natore; possiamo adunque applicare ad esso la trasforniazione (f^) ed 
abbiamo; 

/pi ... . pm^l y ^f IP^-^^ )i fPqr+2 h-^ ipm-l ) m-q.^! V' 
i {?Pai+l)l {5n)n-pm ' ' (^p...+l )l (7p^+2)f . * . (^n-l ) n-pm-1 f 



{*) ladieAhiJo una dJ tasi con {gp +r) vogUumo appunto ftpeeiflcAro cL« cBEfi Qeeup« ìì poabr 
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Come si vede gli elementi del numerati 

(Pq»+i)i 6CC Per comprendere ciò si rifle 

zione ?n il 1® elemento del numeratore del i 
ponendo a p l'indice ^n + 1, il quale si fon 
a ^n* cioè all'ultimo elemento del denomina 
nel simbolo che costituisce il 2® membro de 
(la quale si ottiene applicando a tal simbol 
gli elementi del denominatore sono indicati c< 
i loro valori rispettivi sono qp„+\,.,.qn; peri 
a p per avere il 1® elemento del numeratore d 
E volendo indicare che l'elemento così ottei 
indicheremo con (i>q»H-i). Si comprende parii 
menti siano appunto (9pn+2)8 ecc 

Risulta dalle due ultime identità: 

fPl'"PnA' ^f (Pqn+l )l (Pq.+2)» . . 
l gì . . . 3n / l (gp.a +1 )l (3'P«+2 )2 . . 

la quale serve a trasformare il simbolo { 

non sono zero. 

Risulta da quanto si è detto che al siml 

plicare V la trasformazione (^m) se la somm 
del denominatore è uguale al numero di quelli 
se la somma degli elementi del numeratore è i; 
del denominatore; 3® la (pmn) se sono soddii- 
zioni precedenti (cioè se i = 7n;j = n e pi„, 

Esempi. — Si consideri il simbolo ( aqi 

i ipi = ì iqi cioè 2 . 1 + 2 . 2 + 2 . 3=0. 1 + i 
1 1 

Inoltre 

2 + 2+2 = 6, .cioè n = 6; + + 1 + : 

si vede che la somma degli elementi del den ; 
mero degli elementi del numeratore, quindi 
sformazione (Pm), ritenendo pi = 2, pa = 2, pa = 
^4 = 1, ^6 = 1. Si ha pertanto 



( 222 Y f 22 

l 00111 / ""l li: 



Come altro esempio si consideri il simbolo | 
l^ = 0,i?3 = 0,p4 = 2,^5 = 0,^6 = 3; 5^1 = 0,(75 
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quindi 2 /pi = S /ji; »>i = S g = 6; n = S p = 5. Vedesi che la somma 
degli elementi del numeratore è uguale al numero di quelli del de- 
nominatore e la somma degli elementi del denominatore è uguale al 
numero di quelli del numeratore. Si può adunque applicare la tra- 
sformazione (Pnin). Si ha: 



( 000208 Vi 020 V 
\ 00042 / ""l 4 / 



{?)■(•) 



Si consideri da ultimo il simbolo l g a o } P^^ ^^ quale sono soddi- 
sfatte le solite condizioni; si ha n = 3; m = 4; il numero degli elementi 
del numeratore è 4, quello degli elementi del denominatore è 3; si 
può adunque applicare la trasformazione (P,„„). Ciò facendo si ha: 

/ 0201 Y__/ 0201\'_( V_f \ 
\ 202 I ""i 203 i "^i / ""1 /• 

Il simbolo \ n \ non ha veramente alcun significato. Tuttavia è 

facile convincersi che l i^.. ^ C^^' Infatti il numero delle combi- 
nazioni relative alla matrice 

2 2 4 



«U «18 «13 


1 


«SI «M Cln 


1 


(In a„ rt» 


3 


«41 «42 «4» 


3 



è appunto 1 i i o o 1 = i t>A 2 1 * ^^^ ^' ^^^^ combinazione eviden- 
temente non ne esiste che una sola ed è la cfis a^s (tn «sa cisa a^i r/42 o^Z' 
Devesi adunque ritenere 

Osserviamo ancora che non può esistere un simbolo < } con va- 
lore diverso da zero, avente il solo numeratore od il solo denomina- 
tore costituito da zeri. Se ad esempio fosse \ ! =r 0, sarebbe 
= ^ iqi, il che è assurdo a meno che non sìa qi = q^. . . = gi = 0. In tal 
caso il simbolo si riduce alla forma { a 1 e vale 1. 

{*) Gii zeri finali del nunieratore e denominatore di ogni simbolo | > , possono evidentemente 
sopprimersi. 
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Proponiamoci ora la seguente 

Questione. — Dati due sistemi di numeri ti,. 



Vn ; ?'l 
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soddi- 



sfacenti aile condizioni IiV = ^r;Vh<. vi; rt, ^ n, esiste (?) almeno una 
combinazione relativa alla matrice 



t'i 



«11 



cimi 



Ctm 



Abbiamo 'imparato a suo tempo non solo a giudicare dell'esistenza 
di una siffatta combinazione, ma anche se esistono combinazioni re- 
lative alla matrice T, a costruirne almeno una. Qui trattiamo la sola 
questione dell'esistenza di una combinazione, riferendoci al simbolo 

■p-V 



l,H. 



ft/- 



Se una combinazione esiste il valore del simbolo 



r ti . . . tu 1 

L n . . . rni J 



dev'essere almeno uguale ad 1. Riducendolo a forma canonica pri- 

Si tratta adunque di ve- 



maria avremo un certo simbolo 



\ ^i . . . ^j / 



dere se dati due sistemi di numeri pi 

struiscono subito dati i sistemi f i . . . t^n ; n . . . ^u,) , 

condizioni S hph==Ìikq]^;Pìi:^m;qì,<_n;m = ^q;n = Iip, il valore del 



Pi 

>.pi.. 
Vn;ri, 



^j, (i quali si co- 
soddisfacenti alle 



simbolo 



p'ì\ 



è zero od è maggiore di zero. 



(Pi. 

\qi'"g} f 

Per risolvere tale importante questione occorrono alcune conside- 
razioni preliminari. 

Supponiamo data una successione (che chiameremo talvolta anche 
serie) di numeri positivi interi non tutti nulli t], ^, e, 5, y, 3, a, ed un 
intero positivo X4=0, tale che X<.a + p + ...-f-y]. Diremo chea è 
il 1" elemento della successione, 3 il 2*^, y il 3" ecc. Consideriamo i 
numeri X, X — a, X — a — p, X — a — ^ — y» ^ — ^ — P — Y — ^ ecc. e 

facciamoli corrispondere rispettivamente ai numeri a, p, y, ò^ 

Percorrendo la successione X, X — a, X — a — 3> . . . da destra a sinistra 
incontreremo un numero che non supererà il suo corrispondente della 
successione a, p, y ... Infatti se fosse sempre X>a; X — a>^; X — a— 3>y 
ecc. . . . sarebbe anche X>a; X>a + P; X>a-f?-|-y... infine 
X>a + 3 + ... + T^» contrariamente all' ipotesi X <. a + . . . + y] pre- 
cedentemente stabilita. Supponiamo ad esempio che sia X— a — g— Y<5- 
Allora la successione di numeri 

Yj, L, e + X — a — (5 — y, y + 5 — (X — a — p — y),^, a, 

si dirà successione trasformata della r], C, e, 5, y, 3, a mediante il numero X. 
Scriviamo le due successioni, cioè la ir), . . , a e la sua trasformata me- 



^ 
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diante X in modo che i primi, secondi, . . . elementi di ambedue sieno 
in colonna (gli elementi si contano da destra a sinistra) 

X— a— S-Y<5 ; X— a— 3>Y ; X-a>3 ; a>i 

7],C,£+(X~(a+?+Y)},Y+5-U-(a+P+Y)}, ^ , a , 

Le operazioni che permettono di dedurre dalla . . . y» P, a la sua 
trasformata mediante X, sono le seguenti. Dal numero X si sottrag- 
gon o o uooo se i vamente i numeri 0, a, g, y • • • » Ano ad avere il minimo re- 
sto intero positivo, anche nullo, possibile. Nelle ipotesi fatte, potremo 
sottrarre a, ?, y» ma non 5. Allora i numeri della trasformata corri- 
spondenti ad a, p, Y sono 0, a. ^ (cioè lo zero e quelli sottratti eccet- 
tuato Tultimo). Per avere il numero della trasformata corrispondente 
a 0, si toglie il suddetto resto minimo dalla somma del numero o col 
precedente y della successione data; per avere il numero corrispon- 
dente ad e, si aggiunge ad s il suddetto resto minimo; infine i nu- 
meri corrispondenti a quelli seguenti e, cioè C, t] . . . sono ancora ^, tj . . . 

Conservando relativamente ad a, 3, y» 5» X le ipotesi suddette, con- 
sidereremo quale trasformata della successione 



la seguente 






X-(a + ? + Y)l Y + ò-{X-(a + P + Y)}, P, «. 0. 

L'elemento X — (a + P + Y) della trasformata si dirà eccedente ed 
useremo separarlo dal contiguo con un tratto verticale. Adunque la 
trasformata di una successione ha un termine eccedente, quando 
per avere il massimo intero contenuto in X occorre sommare tutti i 
termini della successione, eccettuato l'ultimo. Il termine eccedente è 
poi sempre uguale al più piccolo dei resti positivi X — a, (X — a) — {J . 
(X — a — p) — ^ Y, . . , cioè a quel resto che abbiamo dianzi chiamato 
minimo. 

La trasformata di 5, y» P» «» avente per termine eccedente 
X — (a + p + y)» è evidentemente la trasformata senza termini ecce- 
denti di 0, 5, Y, P, a. 

Esempi. — La serie trasformata della 



4 2110110 



1 



mediante il numero 8 è la 

42201100. 

Per ottenerla togliamo dal numero 3 successivamente gli ele- 
menti P, 2«, . . . della serie data dicendo: .S— 0=8; 3— 1=2; 2 — 1 = 1 ; 



J 




■L^ 
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1 — = 1; 1 — 1-=0. Siamo così arrivati al quinto termine, 1, della 
serie data, e l'ultimo resto (minimo) positivo ottenuto è zero. Pertanto 
i primi cinque elementi della trasformata sono lo zero e poi alla sua 
sinistra i primi quattro elementi 0110 della serie data. L'elemento 
della trasformata corrispondente al sesto della serie data, il quale è 1, 
si ottiene sommando tal sesto elemento col quinto, e togliendo dalla 
somma il resto minimo 0; esso è dunque 2. 

L'elemento corrispondente al settimo della serie data, il quale è 2, 
si ottiene sommando tal elemento col resto minimo 0; esso adunque 
è 2. L'elemento ottavo della trasformata coincide coU'elemento ottavo 
della serie data. 

Come altro esempio la trasformata della 

42112 
mediante 5, è la 

52120. 

Per costruirla si è detto : 5 — 2 = 3; 3 — 1 = 2; 2 — 1 = 1, che è 
il resto minimo. Perciò i termini corrispondenti ai primi tre della 
serie data sono 0, 2, 1. Il termine corrispondente al 4® (un 2), sarà 
2+1 — 1, ossia 2, e si ottiene sommando tal quarto termine col pre- 
cedente e diminuendo la somma del resto minimo; il termine cor- 
rispondente al 5® sarà 4 + 1 = 5, e si ottiene aggiungendo il resto 
minimo al 5® termine della serie data. 

La trasformata della 

511 
mediante 5, è la 

3 I 3 1 

Si è detto: 5 — 1 = 4; 4 — 1=3, che è il resto minimo ; quindi i ter- 
mini corrispondenti ai primi due della serie data sono 0, 1 ecc.... Poiché 
per avere il massimo intero contenuto in 5 occorre sommare tutti gli 
elementi della serie data, eccettuato l'ultimo, (è un altro 5), la tra- 
sformata avrà un termine eccedente uguale al resto minimo 3. 

Se X <.a, allora il numero X è il resto minimo, e la trasformata 
della 

...5,Y,P, a 

è la 

...o,Y,? + X, a — X. 

Ad es. la trasformata della 

2314 
mediante 3, è la 

2341. 

Un'altra norma, meno pratica, ma teoricamente non priva di im- 
portanza, per costrurre la serie trasformata di una data, è la seguente. 
Sia ades. X — a — p — yil più piccolo dei resti X — 0,X — a, X — a — p.... 
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Se X > a, chiameremo i numeri a, p, y» ^ — * — P — Y» ^» rispettiva- 
mente P, 2**, 3^, 4®, 5^ dimiautore, e li indicheremo con òi,5«, 08,?i,Ò5. 
Sono questi i numeri che figurano quali sottraendi nelle differenze 
X — a, (X — a) — p, (X — a — P)— Y, 5 — (X — a~ g — y), e — 0, ^-0. 
Se invece X <_ 0, si assumano quali l^ 2^ 3®, . . . diminutore i numeri 

X, 0, 0, Si ha allora che se oi è il termine i^^ della serie data, 

Vi^^ della trasformata è oi — 5i + 5i-i, ritenendo 6o = 0, se / = 0. Se 
X > a, ed il numero dei termini della serie data tolti successivamente 
da X per avere il resto minimo è v, i termini (v + 3)™°, (v + 4)™^ ecc.. 
della trasformata sono uguali ai termini corrispondenti della serie 
data. Se la trasformata ha un termine eccedente, esso è sempre uguale 
all'ultimo dei diminutori 5i, C2, Ss, . . . , se questo è diverso da zero ; in caso 
contrario è uguale al P diminutore diverso da zero incontrato per- 
correndo la serie dei diminutori da destra a sinistra. 

Sono conseguenza della definizione di trasformata di una serie data 
le seguenti proprietà: 

P la somma dei termini di una serie di numeri è uguale a quella 
dei termini di una sua trasformata qualunque. 

2^ se una serie di numeri termina con v zeri, per costrurre una 
sua trasformata si può supporre che tali zeri manchino, costrurre la 
trasformata della serie che si ottiene dalla data sopprimendo tali 
zeri, e scriverli poi di seguito ai termini di tal trasformata. 

Se di una successione a^a^-i , . . .«ai di 9 elementi si fa la trasfor- 
mata mediante X, di questa la trasformata mediante ji, di questa la 
trasformata mediante v ecc., l'ultima trasformata ottenuta si dirà la 
trasformata di a© ... ai mediante il sistema di numeri a, (i, v, . . . e si 
diranno elementi eccedenti di essa tutti quelli, che non occupano i 
primi 6 posti (contati da destra a sinistra). Useremo separare tali 
elementi eccedenti dagli altri con un tratto verticale. Sono notevoli 
le seguenti proprietà: 

P. La trasformata di a^.-.ai mediante il sistema di numeri X, |i, v..., 
non dipende dall'ordine di successione di essi. 

2^ Se P»/ . . . ^i sono gli elementi della trasformata di a^ ... ai me- 
diante il sistema X, |i, v..., (rj >.9), si ha: 

(r]-B + lK + (ri~e + 2)a,-i + ... + r.ai-(X + {i + v + ...) = 

= p, + 2p,;-i + 33,-2 + ... + ^Pi 
ossia 

(r^-9)(a, + a,-,+... + ai) + (a^+27,-i + ... + eai)-(X + |i + v...)= 
= p, + 23,-i + ... + 7ipi 

e se r^ = 9, vale a dire se la trasformata non ha elementi eccedenti: 
^.+2x.w + ... + e„,-(X + ti + v..,ì = ?'' + 2?.^-i + .-. + e;v. 
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Tali proprietà sussistono anche se il sistema di numeri X . . . , com- 
prende il solo numero X. 

Esempio. — Facendo la trasformata di 5, 1, 1 mediante il sistema 5, 5 
si hanno le 

511 successione data 



3 
15 



310 trasformata della precedente mediante 5 
100 », „ ,5 



La trasformata ottenuta è la 15 | 100 che ha due termini ecce- 
denti. Tra breve avremo occasione di esaminare altri esempi. 

Ed ora torniamo alla questione che ci eravamo proposti. Conoscendo 

i valori di Pi, .. ,pi, gì, . . . gj dobbiamo giudicare se | ^ * • •^' l >_o. 

Riducendo tal simbolo a forma canonica secondaria, basterà giudi- 
care se 

Pi Pi 



[\ 



J \— 



ovvero ancora, se esistono o no combinazioni relative alla matrice 

1 1 i i 

1 



«11 . 


. . ai.p, . . . 


. . ai,n-pi+l . . 


. «In 


«qi,l . 


. . «qi.pi . . . 


. . aqi.n-p.+l . . 


. «qi,n 


Cimi . 






. . «mn 



Ricordiamo ora quanto abbiamo già detto riguardo alla questione (*) 
se e come data la matrice 



Vi 



V» 



«11 



«in 



«mi . 



n 



si possa formare almeno una combinazione ad essa relativa, e ragio- 
niamo, per maggior semplicità, su un caso particolare. Si voglia ad es. 
vedere se 



[■1122333444551 
L 1123555555 J 



>0. 



(*) È sUta tratuta al § 5o prima dairargomento : Formationt §d §HumtrazioHé delle comhina' 
8Ì0HÌ delle au... ama . 
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Si ha relativamente a tal simbolo: ri = l,r8 = 1, ?'s = 2, ^4 = 2, 
Tb = 3, Ve = 3, ^7 = 3, r» = 4, v^ = 4, rio=4, iii = 5, Vi2=^; n = 1, ra=l, 
ra = 2, ; 4 = 3, rs = 5, re = 5, /'t = 5, r» = 5, re = 5, rio — 5. Formiamo il 
quadro Qo di numeri 



2 



3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 




12 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 




12 






5 


6 


7 


8 


9 


10 




12 












8 


9 


10 




12 
12 



-Qo 



di n = 12 verticali, delle quali 1'/""* contiene Vi elementi uguali ad /. 
Sopprimendo in esso l'elemento sottolineato, cioè Vi = 1 elementi ap- 
partenenti ad Vi verticali diverse e tali che nessuna delle rimanenti 
contenga un numero di verticali maggiore, (la qual operazione potrà 
in generale farsi in più di un modo; per es. nel nostro caso si po- 
trebbe sopprimere l'ultimo elemento 11 della penultima verticale), ab- 
biamo un altro quadro Qi. 



1 2 



3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 




12 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 




12 






5 


6 


7 


8 


9 


l(t 




12 












8 


9 


10 




12 



= Qi 



Operando su Qi come abbiamo operato su Qo, ma relativamente 
al numero ?8, (cioè sopprimendo l'elemento sottolineato di Qi), abbiamo 
il quadro 



1 



B da questo, poiché ra = 3, si ha: 



3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


3 


4 


5 


G 


7 


8 


9 


10 


11 


12 






5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 












8 


9 


10 


11 


12 



= Qs 



ì 



3 4 5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


3 4 5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


5 


6 


7 


8 
8 


9 
9 


10 
10 


11 


12 


, essendo n 


= 3, 


si 


ha: 










3 4 5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


3 4 5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 



Q. 



> = Q. 



PERIODICO DI HATEHATU 

Da questo, essendo u = b, si lia: 



1 



3 



6 



7 8 9 11 
7 8 9 li 



Da questo, essendo n = b, si ha: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 li 
34567891< 

Da questo, essendo r7 = 5, si ha: 



1 



3 



6 



8 9 



3 4 5 
Da questo, essendo rH = 5, si ha: 



6 



8 



Da questo, essendo ■r9 = 5, si ha: 
1 2 3 4 5 



Ed operando su Qg, relativamente al nun 
più alcun elemento. Sappiamo già che ciò a 
una combinazione relativa alla matrice: 

112233344455 



f^ = 




<IlO)J "io.; 

e sappiamo pure che considerando i gruppi < 

Yi ^ 12 (dodici) di ri = 

Y» = 11 (undici) » r» = 

Y» = 11, 12 , r, = 
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Vi = 8, 9, 10 di n =3 elementi 

Ys - 8, 9, 10, 11, 12 , r, ='3 

Yb = 5, 6, 7, 11, 12 ^ rn =0 , 

rt - 6, 7, 8, 9, H> „ r, =^ 5 

Y«= :ì, 4, 5, 11, 12 , /8 =5 

T»= 6, 7, H, 9, in , r, =5 , 

lfia= 1» 2, :ì, 4, 5 „ rio^T) 



dei quali T/"'" contiene gli elementi soppressi in Qi--t per avere Qj. 
(f ^ 1, 2, ... 9), la fh.ìt (i3,n <*ajLL e^stiu fim (Uìì ^*,io f^wi (??i* ^6,1© ^&^ti "s-it ^'^ ^^6« 

ffw fUfll <Jflìll tìflfl OtT ^T» f^Tft ^7tIO (^W ^'»H ^^85 'f«ill ^tìiia f^Sfl ^W ^M f'»9 ^SilO '^IOtI ^IM 

^'10,1» ^fio** f^i(j,ii è lina deile combinazioni relative alla matrice [k 
Adunque 



ri 12233344455] 
L 1123555555 J"^ ^■ 



Formiamo ora relativamente al quadro Qa la successione di nu- 
meri 

2 2 3 3 2 

che supporremo contati da destra a sinistra. Il P elemento di essa 
e il numero (2) delle verticali di Qo contenenti cinque elementi {cinque 
è il massimo valore di rr), il 2'* è il numero delle verticali contenenti 
quattro elementi ecc. 

Immaginando invece i suddetti numeri contati da sinistra a destra» 
potremmo dire che 1*/^"^ di essi rappresenta il numero delle verticali 
di Qo contenenti l elementi. Tal numero sarebbe zero, quando in Qq 
non vi fossero verticali di * elementi. 

Costruendo le analoghe successioni relativamente ai quadri Qi, 
Q^, . . , Qp sì hanno le 



« 


•i 


3 


3 


'2 


^ 


2 


3 


4 


1 


& 


2 


:i 


r> 





2 


2 


5 


3 





2 


2 


S 





n 


2 


7 


3 








4 


8 











9 


3 











7 1 10 








n 





71 5 





lì 


(1 


n 



Ora è agevole constatare che T ultima dì esse è la trasformata 
della (l'\ 2, 2j 3, 3, 2), mediante il sistema di numeri ri = l, r^ — 1< 
r$ = 2, ^4 — 3, n = 5, ffi = 5, r7 ^ 5, n — 5. n = 5, e che se si costruisce 





mm^. 
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la trasformata di tal trasformata 7 | 50000 mediante il numero 
/'io = 5, si ottiene la 

121 00000 

nella quale ì termini non eccedenti sono lutti uguali a zero. Questa 
legge è generale. Infatti se . . . tq, ^, e, 8, y» P> «» ^ la successione di nu- 
meri relativa ad un dato quadro Qr , e se p è il numero degli elementi 
di quella verticale che ne contiene in maggior numero, a è il numero 
delle verticali di p elementi, p il numero di quelle di p — 1 ele- 
menti ecc. . . , (non sempre le a, p, y. . . saranno tutte diverse da zero), 
operando su Qr relativamente ad un certo numero X, si otterrà un 
altro quadro Q<?, ed è facile convincersi che il numero delle verticali 
di Q^ contenenti i elementi sarà oi — Ci + 5i-i, dove ci è il numero di 
quelle di Qr contenenti / elementi, e 5i, ?«, Ss, . . . sono il P, 2*, 8^. . . di- 
minutore relativi alla successione. . . e, 5, y? P» «, formati colla legge 
che abbiamo enunciata parlando della trasformata di una succes- 
sione data. 

Tornando al nostro caso particolare si vede che la successione di 
numeri 2,2,3,3,2 relativa al quadro Qo, è il numeratore del sim- 

f 2 2 3 32 ì' 
bolo I 9 1 1 A fi I il quale si ottiene dal simbolo 

ril2233344455] 
L 1123555555 J 

riducendolo a forma canonica primaria. 

La conclusione alla quale arriviamo è adunque la seguente: vo- 
Imdo giudicare se 

Si tenti di costrurre la trasformata della successione pi . . . pi mediante il 
^idema di numeri 



1 ... 1 2 ... 2 . 



9} 



se i termini non eccedenti di essa sono tutti zero, si conclude: 



qi...qsi 



>0. 



Se ciò non accade, il valore del suddetto simbolo è zero. 
Esempio. — Si vuol giudicare se 



f 42110002r^ 
l 11105 f^^^' 
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Facendo la trasformata della successione 421100 02 mediante 
il sistema di numeri 12855 5 5 5, si ha: 





4 


2 


1 


1 











2 


4 


2 


1 


1 








1 


1 


4 


2 


1 


1 





1 


1 





4 


2 


2 





1 


1 








5 


;< 





1 


1 











8 





1 


1 














n 


f) 


1 


1 


(» 











(t 


6 


3 


1 


(» 

















1|8 


1 
























Tra i termini non eccedenti di tal trasformata, che è la 

1 i8| 1000.0000 

ve ne è uno diverso da zero; pertanto 

(42 11 0002\' ,^ 
l 11105 /=^- 

Osserviamo ancora che praticamente nel formare la trasformata 
di una successione mediante un sistema di numeri, gli zeri finali delle 
successioni che via via si ottengono si possono omettere. E così ad es. 
volendo fare la trasformata della successione 2, 2, 8, 3, 2, mediante il 
sistema dei numeri 112 355555 5, scriveremo: 



12 



2 
2 

2 
2 

2 
2 

4 
9 
10 
5 




2 
2 
2 

2 
2 

7 
8 
8 



{) 



8 
8 
8 
5 

8 
8 



8 
4 
5 
8 



2 successione data 

1 trasformata della precedente mediante 1 















L'ordine dei numeri (1, 1, 2, 8. 5, 5, 5. 5, 5, 5) che determinano le sin- 
gole trasformazioni, è poi indifferente. 

Notiamo infine che nel formare la trasformata di una successione 
mediante un sistema di numeri, si osserverà che siano verificate per 
le varie successioni ottenute le seguenti condizioni: 




iffi*iij.jjjf:.f.*ff^ 



e < 

un 

di 

pei 

sin 

è i 

zìa 

cor 

me 

Ciò 

alh 

me 



tim 

lan 

nal 
gìo 



nel] 



nelJ 
oeci 

boli 

P±- 

ben 

Affi 

del 
dì 2 



ini 
nu 



dii 
qii 
ad 
e i 
tei 
qi- 
7r 



mm 






ov 



{ 
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jiiteiidenclo il ^egno S esteso ai sistemi dì vaiolai positivi ii>tt*ri anche 
iuilli delle Ki, TTa, . . * itj tali che r^ + . , , ttj ^==/n % < g^ * Scrivendo 
nel 2"* membro (pi, — l)i,, abbianio voluto indicare che Telenien- 
to A^* del numera toro ha il valore pu ^ 1, e parimenti scrivendo 
ÌQi — ^K "l~ ^i+ì)a ^ (X — l^2j . . X si è voluto indicaro che T ele- 
mento ?J"" del denominatore ha il valore y^ — "^ + %t^.t - '-' *^^'^' 
viene poi che sia[>v j^ l, per qualunque intero positivo - anche 

nullo. 

Come vedesi abbiamo raggiunto !o scopo prefissoci, giaccliè nei 
simboli che compaiono ne! 2* membro deUa (2o) la ^omma dei ter- 
mini del numeratore è uguale a j?i + * * * + A ^" 1* 

Similmente sì ha: 






^gi, 



' 'lì f 






a,..- ^.^•'?j / '^*' 



essendo tt:^ <. p^, (X = 1, 2, . . . /}. 

Ed ora volendo calcolare il valore del simbolo 



^P^X 



dopo 



aver constatato che esso non è zerOi si comincierà ad esprimerlo me- 
diante simboli nei quali la somma dei termini ad es. del numeratore 
h pi-\- . . .A-p\ — 1. Ciascuno di questi potrà a sua volta essere 
espresso mediante altri nei quali la somma dei termini del numera- 
tore è j9i + . . . +^Ji — 2 . . , e cosi via sino ad avere Tespressione di 

\pi-"Pi\ u^g(jj^jite simboli nei quali la somma dei termini del nu- 

meratore è due. Il valore di ciascuno di tali simboli si calcolerà Bi* 
cìlmente per mezzo delle formolo note. 

Se i! = m od jf = n, prima di applicare il processo suddetto si tra- 



sformerà il simbolo I * *^ " ' L 



mediante una delle trasformazioni, 



(?t»)i (^'nX (pinii)f e si opererà sul nuovo simbolo ottenuto aimcbè aul 
(lato. Noli 'applicare la (2ri) r> la (2^/) h indifferente il valore da at- 
tribuirsi ad A, pmx^hè 17i^"" termine del numeratore^ se si applica la(2i>)i 
del Jiumeratore, se si applica la (25'), sia diverso da zero. 

Dopo aver espresso ! ^ * ' " ^ ' } mediante simboli nei quali la mviY 

ma dei termini ad es, del numeratore è i?i + . . . i-/^ì — 1, non è n^ 
ce.^mr/o esprimere ciascuno di essi mediante altri nei quali la somma 
dei termini del immeratore sia pi + - — + /^i — ^2; si può ad es. espri- 
merli mediante altri nei quali la somma del termini del denomina- 
tore è ^1 + ^ * - + f/i — l ; ciò che è essenziale si è di ottenere un'espr^- 
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sione di< ' > contenente soltanto simboli nei quali la somma 

\ gì " -qs f 

(lei termini del numeratore o del denominatore sia due. 

Gioveranno ancora nell'applicazione delle (25) e (25') le seguenti 
considerazioni d'indole pratica. 

1^ In corrispondenza di un dato sistema di valori di tti , . . . tcj si 

ha un prodotto ( ^^ j( ) • • • [z^^ ] i ) • -^ t^^ sistema di valori 
corrisponde pure nel 2® membro della (25) un simbolo j j , nel quale 

gli elementi del numeratore sono qi — tti + ^a» (Z2 — 1:2+718, q] — ttj. 

Orbene scritto il prodotto ( ) . . . ( j , si scrivono facilmente 

questi elementi sottraendo dal numeratore qr di ciascun fattore ( ) 
il corrispondente denominatore iZr ed aggiungendo al resto il deno- 
minatore del fattore ( successivo. 

Fa eccezione l'elemento q^ — ttj che si ottiene facendo la differenza 
tra il numeratore ed il denominatore di • 

2^ Supponiamo che debbansi sviluppare i simboli f^^"'^^\ 
^^ ^^ {qi-'-Pif 

[ ^ ' " M , differenti almeno per il denominatore, mediante altri tali 

che la somma dei termini del numeratore sia uguale a ^1 + • • • + Pi — 1- 
Supponiamo ancora che sviluppando sia l'uno sia l'altro simbolo, si 
dia ad h lo stesso valore. Tra i sistemi di valori delle iz tali che 
7:1 + . . . + 7rj =A e '!:),<. qx, ve ne saranno forse alcuni per i quali 
sarà pure ti^ <. «;. . Se ^1 ^g . . . fj è uno di siffatti sistemi, nello svi- 
luppo di l^***'^* J gli corrisponderà il termine 

(qi\ (qA (^s\(Pi ,(ph — i)i., Pi Y 

UJ \E2^••U.Jl(^^--?l + 52)l,(^3-^2 + £8)«,..(g.|-EJ).l/ 

nello sviluppo di j * " ' ' i il termine 

UJUJ---U/ Uri-?i + E2)i.(r.-?2 + E3)2,..r,-^)ji 

Scritto il P di tali termini, si potrà scrivere piìi rapidamente il 2^ 
osservando che l'elemento r^ — E;. + ^^-fi del denominatore, (X=l,. . . j). 
si ottiene da qx — E;. + ?^-fi aggiungendovi la differenza i}, — q^, , se 
^i ><?;., e togliendosi la differenza (/;. — v^ , se 9;t > O. . Questo modo 
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di calcolare gli elementi del denominatore th — 5i + 5«»---^j — & ^ 
utile, ma non necessario, quando i sistemi ?i,...Cj validi per lo svi- 

luppo sia di ^ / sia di | J sono molti; ne e escluso il 

caso clie tutti i sistemi tci, . . . tij relativi allo sviluppo di^ ^'^^ | 

siano validi anche per lo sviluppo di | [ • 

{3 2 V 
2 1 \^*^ 
nel quale il numeratore e il denominatore, come il lettore può age- 
volmente constatare, soddisfano alle condizioni volute afi&nchè sia 

{(?2^1/"^^- ^' ^^' ^' = 2;i = 3;i?i = 3;2>3 = 2;gi = 0;g, = 2;g, = l. 
Si vede subito che diminuendo di un'unità la somma degli elementi 
del denominatore, essa si riduce a due. 

Applicheremo adunque la (25'). Possiamo fare /i = 2, giacché l'ele- 
mento del denominatore che occupa il posto A™® (il 2®) è diverso da 
zero. I sistemi di valori delle 7:1, 1:2, (le tz sono due, giacché due sono 
gli elementi del numeratore, cioè / = 2), sono: 

r.i + 7:2 =h = 2 






2 


1 


1 


2 






Adunque 
Ma 

/oiiv_roii\_io./oiiy_o.roiiv_i p*. 

pertanto : 

{02^1 =1- 1^ + 6.3 + 3.1 = trentuno. 



11112 2 1 
J. 11 valore di 

osse è trentuno, e si è calcolato trattando del uielodo per determinare il numero delle combina- 
zioni relative ad una matrice di dimensioni m » »i e T 3. 

, •» Veggansi le formolo cbe insegnano a calcolare il valore di un simolo < \ , quando la soiniu» 
dagli 0^0 II] AU ti dei numfltatfira o ilei denominatotB d dite. 







I>Gr 



ine 
alt; 
più 



del 

Vo 
i\et 

'up 

da 

me 




1 
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[ ^ .. I , ; o I i diminuiamo il P elemento dì due unità ed au- 

mentiamo il 2** di una, otteniamo lo sviluppo di | .r. ! , rlii ha 

appiana uti po' di pratica fu queste operazioni iumiediatamentfì con 
molta fadlitk. 
8i Im adunque: 

;U120lì'_ (**U*''\ f Oi»2Ul x' 

Oecorre ancora sviluppare i simboli; 

f 2 1 \' ; i} 2 1 V i i) liììY I I) 2 II 1 i' 
t 7 2 (' i òli t' { 3 4 r \ 15 f ' 

che sono i soli simboli differenti trovati sviluppando ! ^ . j e 

10 120 1 Y 

l ., - i e nei quali la somma dei termini del numeratore è trt^ 

mediante altri nei quali la somma dei termini del numeratore sia due. 
Si ha dalla (25)^ supponendo ad ea, A ^=3; 

^0020 ^'__ /7W2W001U1/ 
i 72 /~u;l2J( 80 .1^ 

+(3)(i){""«V"}'+(D(r:)l"".V'ì' 

A tal sviluppo corrispondono i sistemi seguenti di valori delle tii, z^- 
1,2; 2, l;.'i,0. Volendo scriv^ere lo sviluppo di ; ^'^,, J , per A— ^1, 
osserviamo che i sistemi dì valori delle tci, t:^ ad esso relativi éouo 1,2; 
2, 1; 3,0 j 0,3, tre dei quali sono validi per lo sviluppo di . «"^ ^. 

Applicando Tosserv. 2** limitatamente ai termini dello sviluppo di 

(0 02011' . , .. . . . ,. !<...,. 

I 5 s f corrisponuenti ai sistemi di valori 1, 2; 2, 1;3, 0; abbiamo: 

/ 002 lì' /5W2\iO()101i' /5\/3ì ^00101^ , 
\ 53 ì""IiÌUm gì Ì+\2}\lì\ 42 / + 

/5W3\|0(Uol,' /5\/:lw0010ir 
+ UJlon 2 3 *"»'loil3Ìl 80 > 
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Similmente si ha per /j = 3 : 

\ 34 / = llil2/l 42 Z + U/llil 23 / + 

+ I3/I0ÌI 04 / + lo)l3)l 61 /• 

Per tale sviluppo i sistemi di valori delle 7ci,7Ca coincidono con 
quelli relativi allo sviluppo precedente; perciò Toss. 2" è applicabile 
a tutti i termini dello sviluppo precedente. 

Infine è, per A = 3: 

/00201V aW5\/00101\' /1W5W()()101\' 
l 15 i==llil2/l 23 /+I0/I3/I 42 /• 

Mediante le formole die permettono di calcolare il valore di un 

simbolo { I nel quale la somma degli elementi del numeratore o del 
denomìnatoi'e è due, possiamo determinare il valore dei simboli dif- 
ferenti che abbiamo incontrato sviluppando i simboli ^ ^"^ ( 

l 5 3 /' l 3 4 /-Abbiamo: 
/00101V_/6\_.. /00101x'_/4\_ /00101V_/2\_, 

/OOlOlì' 18\ .,. /00101\' „ 
\ 80 /=l3)=^^5 ; 04 /='^ 

(il valore di I ... } non è >0; si può constatare che la trasfor- 
mata di 0101 mediante il sistema 2, 2, 2, 2, ha un elemento non 
eccedendo diverso da zero). Adunque: 

{ ^ ^^^3^ ^ j' -= 15 . 15 + 30 . 4 + 10 . 1 + 1 . 5(3 = 411 

{^^3^^^^}' = 18. 4 + 12. 1+1. + 4. 15 = 144 



{»»2;'}'.10.1 + 10.4, 



50 



{•^^^^2*^ ^}' = 7. 56 + 42. 15 + 35. 4 = 1162 



E poi: 



(^^3^^^^)'= 10. 411 + 15. 144 + 3. 50 = 



: 6420 



{ ^ ^òi ^ } = 6 . 1162 + 20 . 411 + 10 . 144 = 16632 
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Ed infine: 



( ^ ^àò M "" ^ • ^^^^^ + ^^ • ^^^^ ^ ^^^^^ (duecentoundicimila cin- 
quecento sessanta). 

Il simbolo {ir } rappresenta il numero delle combinazioni 
relative ad es. alla matrice: 

12 3 3 5 



(hi 



Oib 



On 



. Om 



Se fosse necessario formarle, per poterle enumerare, nelF ipotesi 
che se ne potesse formare una per ogni cinque minuti secondi di 
tempo (?) occorrerebbero duecentonovantatre ore e cinquanta minuti 
primi; invece chi ha anche poca pratica nel maneggio dei suddetti 

simboli, può comodamente calcolare il valore di | . ^ | in venti 
minuti primi! 



§ 6. Nozioni sugli iperdetermìnanti ; metodi per svilupparli 
e per détermiuare il numero dei loro termini. (*) 

Consideriamo la matrice di mn numeri qualunque an... ami,: 



Vi 




(hn 



Te: 



e scegliamone o, a,;;«i , . . . atj^o^ , tali che Vi di essi appartengano alla ver- 
ticale /""' ed r] all'orizzontale/"" (supponiamo verificate per le t'i . . . fn. 
ri...y,a le solite condizioni Si? = 2/'; Vi ^,m;rj :^n). Consideriamo 



/ 



*; Per le proprietà di tali enti, speoialmonte per quello relativo nllo sviluppo di un iperdeier- 
ininante si può consuUare il lavoro già citato " Su una genornlizzazione della teoria dei deletiui- 
nanti ,, GtorM<iìf (fi H'iUq^iini^ voi, XXXIX; fase. Lug'ìo-Agosto 1^>0L 
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il prodotto atiiBi . . . flfr;^<9^ , ed attribuiamo ad esso il segno che compe- 
terebbe alla successione «,;i(9i , . . , atj„e„ considerata come una combina- 
zione relativa alla matrice suddetta, cioè il segno di ( — 1)*'+'^, dove a 
è il numero delle inversioni formate da due elementi della succes- 



sione. 



^ÌU Tfl , 



non corrispondenti ad elementi uguali della 

Oi, 62 , 6a 



e 3 è il numero delle inversioni formate da due 6 non corrispondenti 
il due 7] uguali: [si suppongono corrispondenti r^k e Sa (a = 1, 2, . . . a)]. 
La somma di tutti i prodotti del tipo a^,6>i. . .a,;^^^, presi ciascuno col 
proprio segno si chiamerà iperdeterminante rettangolare sempUcemmte 
iperdeterminante delle cfn,.. «nm, ed il suo valore A si indicherà col 
simbolo: 



^^1 



A= an 



C/ml 



^'lu 



Il numero vi dicesi grado della verticale t""*, il numero r^ grado 
della orizzontale /"*. Risulta pertanto facilmente che : i determinanti 
sono iperdeterminanti di grado 1 in tutte le verticali ed orizzontali. 

Essendo ± a^jiOi . . . ar,^e„ un termine dell* iperdeterminante, sarà 
Ti . . . t\a una successione contenente n volte l'indice 1, . . . ;*,„ volte 
l'indice m, e 61... 60 una successione contenente Vi volte l'indice l,...i7u 
volte l'indice n. 11 segno di atjiei,. ,arj^e„ considerata come una com- 
binazione relativa alla matrice T, non cambia, come già sappiamo, 
cambiando comunque l'ordine delle a ad essa appartenenti, pertanto: 
// segno di un termine di un iperdeterminaììte nan cambia, permutando 
comunque i suoi fattori. È chiaro che il numero dei termini di un 
iperdeterminante è uguale al numero delle combinazioni relative alla 
matrice T; perciò indicandolo con N si ha: 






[P2' 

Ma- 






dove al solito px è il numero delle v uguali a ?., e q^i il numero delle r 
uguali a ji. Il calcolo di N, noti i valori delle v e delle r, non offre 
alcuna difficoltà, dopo quanto abbiamo detto a proposito del numero 
delle combinazioni relative alla matrice T. 

Relativamente allo sviluppo di un iperdeterminante, consideriamo 
dapprima il caso nel quale gli elementi di esso sono numeri rappre- 
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sentati per mezzo dei segni ctn , . . r/nm. Formate le combinazioni re- 
lative alla matrice T, (v. art. 5^), e determinato il segno di ciascuna, 
basterà considerare tali combinazioni come prodotti e sommarli al- 
gebricamente; si avrà così lo sviluppo dell' iperdeterminante in que- 
stione. 

Ma può darsi che gli elementi dell' iperdeterminante siano numeri 
non rappresentati coi segni cin , . . a„,„ . Debbasi ad es. procedere allo 
sviluppo dell' iperdeterminante 



1 



1 



1 



A = 


1 


2 


— 3 


4 


1 


2 




6 


2 


3 


1 


— 1 


3 




2 





— 1 


1 


— 3 


2 


Si consideri la matrice 














2 


1 


2 


1 


1 




[1 = 


li 


2, 


-3, 


4i 


h 


2 




6, 


-2, 


1. 


U 


-U 


3 




2i 


(>3 


-1, 


U 


-3» 


2 



i 



la quale contiene gli elementi (numeri) appartenenti alle linee di A, 
ciascuno munito di un indice che è il numero d'ordine della verti- 
cale alla quale esso appartiene. Dimodoché il valore ad es. di 2% è 2, 

di — 2a è — 2, di — Ss è — 3 ecc Sappiamo (§ 5) che per formare 

le combinazioni relative alla matrice |i, si comincia a formare la se- 
conda permutazione di una qualunque di esse. (Abbiamo visto in qual 
modo i noti valori delle v ed r, possa sempre scriversi, se esiste, la 
2" permutazione di una combinazione relativa ad una matrice di di- 
mensioni «fr->- n e f 3). Sia essa ad es. 

I 1 3 I 1 2 4 I 3 5 |. 

Scegliendo nella matrice |i gli elementi 1^ e 3^ della 1" orizzon- 
tale, r, 2*» e 4° della 2\ 3° e 5^ della 3", abbiamo una delle combina- 
zioni relative a tal matrice. Essa è la | li — 3» i 61 — 22 1* | — 13 — % !• 
Come vedesi, abbiamo distinto i suoi elementi in tre gruppi: il V com- 
prende quelli appartenenti alla 1" orizzontale, il 2® quelli apparte- 
nenti alla 2", il 3^ quelli appartenenti alla 3''. E notiamo pure che 
gli indici di tali elementi sono appunto gli elementi della permuta- 
zione: 0» 

I 1 3 I 1 2 4 I 3 5 I 

Il segno della suddetta combinazione è quello di ( — 1)^ , ^ essendo 
il numero delle inversioni che gli elementi di ciascuno dei gruppi 
I 1 3 I J 1 2 4 !, I 3 5 !, fanno con quelli dei gruppi posti alla loro destra. 



I»KUIOl)lCO DI MATEMATICA 

Si ha nel nostro caso ^ = 3, e pertanto il segi 
suddetta è il — . Consideriamo ora la combina 

-1 li-3,|6i-2al4| -la- 
quale simbolo atto a rappresentare il prodot 
6,-2, 1, — 1, — 3, da prendersi col segno — . 
di un primo termine dell' iperdetermiuante in 

(1) -|li-38 161-28 1,1 -18-35 I = 

Diremo permutazione annessa a tal prodi 
1 1 3 I 1 2 4 I 3 5 I degli indici dei fattori. 

Per avere il valore degli altri termini 
consideriamo le seconde permutazioni delle ri 
relative alla matrice |i. Sappiamo già con quale p 
dedurre dalla | 1 3 | 1 2 4 | 3 5 |, e come si poss 
segno di ciascuna (v. § 5^ formazione delle coi 
una matrice di dimensioni «»-► « e | 3). Per es 
sulla I 1 3 I 1 2 4 I 3 5 I, cioè sulla permutazione { 
si può dapprima scambiare l'elemento 2 del 2* g 
del V. Si passa così alla i 1 2 | 1 3 4 | 3 5 |, ali 
termine dell' iperdetermiuante 

+ I li 2^ I 6x I3 1. I - la-35 I = + (+3< 

da prendersi col segno -\-, giacche il segno di 
alla I 1 2 I 1 3 4 I 3 5 I, il segno +• 

Ora il termine (2) si può dedurre dal teri 
modo. Data una coppia di due elementi aui 
orizzontali e verticali diverse della matrice. 



Vi 



^\\ 



T~ 



(fu 



Ctu 



«i.j 



. a 



aui .... «hi 



X 



.f/hj a 



(fki .... ffki 



Chul 



ami 



-^'Kl 



'lllj 



si dii'à coppia coniugata^ la coppia degli elem 
che sono coniugati c/m ed «hj, a^i ed a^j. Porta 
coppie coniugate sono collocate ai vertici di 1 
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quelli ili una stessa coppia staìuio ai due vertici opposti, e due coniu- 
gati -staìino ai due vertici di uno steBso Iato orizzontale. 

Si consideri ora nella luatncf^ n la eoppia di elementi — 3t,— ieioè 
quella di quelli tra i fattori del prodotto (l) i cui indici sono gli ele- 
menti scambia ti per pìissare dalia j 1 3 | 1 24 | 35 | alla | 1 2 | 1 8 4 | ìì 5 !. 
Si consideri la coppia coniugata della ^ 3^ . — 29 cioè la 2a , 1| , e nel 
prodott-o (1) si sostituisca a ciascuno dei fattori — 'Snj — 2s il suo co- 
niugato, e cioè 2^ a — ;i» ed la a — 2». Si avrà allora il prodotto f2), 
che La qiuile permutarlo no annessa la | 1 2 ( 1^3 4 j ilo |* Prendeiulu 
questo prodotto col segno corri dipendente a tal permutazione (è ti 
segno di (—1)'^, dove [J è il immero delle inversioni che gli elementi 
di ognuno de* gi'uppi 1 1 2 j, 1 1 34 f , 1 3 5 1 fanno con quelli dei gruppi 
che gli stanno a destra) si avrà un altro termine deiriperdeternji- 
nante in questione. 

In gemmle se h e k sono elementi della pernnifuzionff annessa mi un 
tennìne dell' iperdefennhtante à e se .irambitmth In queMn h am k m 
ottiene lit 2^ permutazione di unii eombimizioue relntiva itila matrice 1j 
istituendo in kd iermifhé ai fatturi diventi gli indici li e k i lom coniit- 
fjatif si ottiene un nuam termine di A, Quanto alla determinai ione tiri 
segno di e^so^ sappiamo già con quali norme , (v. § 5"), eonosatito H mjno 
del termini^ dato di A, cioè quello della sua permutazione annessi^ ^i 
possa determinare il segna del termine di A da esso derivato^ cioè qmllo 
della sita permutazione annessa. 

Supponiamo ora scritto un termine di à; sappiamo già con quali 
operazioni dalla permutazione ad esso annessa si possono dedurre lo 
permutazioni annesse ai termini rimanenti, giacché sappiamo dedurre 
dalla 2^" permutazione di una combinazione relativa ad una uiairice, 
quelle relative alle combinazioni rimanenti. 

Quindi se in corrispondenza di ciascun scambio che ci permetta ttì 
passare dalla perniuf azione annessa ad un termine di A a queliti annes^it 
ad un altro termine, eseguiamo l'opera::Ìone che consiMe nel sostituire a* 
due fattori di esso termine (quelli aveìiti per indici r^li demenli mamhtati 
f iella per mutazione annessa) i loro coniugati, avremo tanti termini di 1 
quante sono le i^econde permutazioni delle comhinazioni relative alla um- 
trice 1\ e sommando i valori di questi termini, ciaseuno preso eoi segmf 
della rispettiva permnt<tziOtie annessa ^ avretno il valore di A, 

E si noti ancora che nel passare da un termine all'altro di A» mm 
è affatto necessario di scrivere a parte la permutazione annessa al V 
dedurre poi da esse quelle annesse al 2!\ al iP ecc, *.., giacche la 
pennutazione annessa ad un dato termine risulta già dalla semplice 
ìsoritturazione di esso, grazie alla convenzione di munire ogni elemento 
deiriperdeterniinanto di un indice rappresentante il numero d ordine 
delia verticale alla quale esso appartiene. 

Alba, luglio 1902. Dott. Nicolò Traverso. 
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Sttii A san B 



il 



A = 



2Q 



m 



FonìaEno Tatigolo CAD = Aj; DAB^A^, sai 4 A ^ A^ -f" Af 
Le coordinate angolari dei punto B sono 

a ^= tr II valore del segmento fìsso q è 

^ = t: ^ (C + Al) q^ = (6* + e*— 2;*cco8 A) sen*p 

Y^C + Ai =a*8en»(C + Ai) 

ossia q ^^^ seii ^ = ^ sen (C -j- ^i) 

h^alte^za equivalente b sarà 

2Q 



(6) 



A = 



2Q 



' a sen ft rt stili (U -]- Al) 
Il valore della costante angolare A, è 

A ^ sen A Ben ^ =^ sqd A ssd (C -|- A^). 
Le coordinate ùeviane aouo 

^ 6c san A 2ÌÌ 

£1 seii ST rt seu (^G -|- Ai) 

c»eii(:i^ — B) seii (A — A^) 

b = r. ^ e 



e ^= 



Ben ^ 
ò ijien (y — C) 



se 11 p 



::^ò 



aeii(C+Ai} 

seii Al 
seu (C + Al) ) 



m 



essendo cosi 6'-|-c'^=a. 

Elicaìnaudo dalle tre ultime eqaassioni scritte ò' e e sì ottiene Vés- 
pressione deirangolo A| 

a Gos C— j- ecos A — b 
e seu A — a eeu C 



cot Al ^ ' 



m 



la quale^ compera da prevedersi, si preseti ta sotto forma indetermìiiata, 
essendo la posizione del punto D determinata mediante uno dei due 
angoli A|, Agi oppure da ^ o da y, e dalla distanza o dal rapporto delle 
distanze dai vortiet B e C o dalla distanza dal vertice A> 

Si possono quindi enuneiare le seguenti proprietà: 

l**. Pei punti posti sopra un lato del triangolo di riferimento o sul 
prolun^aiiìentQ, il valore del segmento fisso q non è altro che la proie- 
zione del lato sul quale trovasi il punto sulla perpendicolare alla cor- 
rispondente ceviana del vertice opposta. 

2°, Il valore della costante angolare ^ è dato sempre dal prodotto del 
seno delV angolo opposto pel seno dell'angolo d''Ì7icl magione della ceviana 
corrispondente sul lato medestmo, 

3*. Il valore f^e^r altezza equivalente hj non è altro che la coordinata 
cernane del vertice opposto. 




per 
veri i 



parti 
tersi I 

] 

]. 



I 
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a' ^=h = 
b' = 



2 cos B 2 

ca sen B a 

2b cos B 2 

a sen Or a 

2 cos B 2 



= — ==R 



(15) 



Si ritrova cosi la nota proprietà del triangolo rettangolo. 
II. — Triangolo obliquangolo. 1®. Piede della perpendicolare abbas- 
sata dal vertice A. 



IS=±27: 



r5a^^a + C«--26ccosA 



9» = a» 



a^ == ò' -|- e' — 2ÒC cos A (il noto teorema) 
<7 = ± fl, A = ± sen A 

rt= ± A = — sen A = e sen B 



(16) 



6' = c cos B 
e' = b cos C 



(17) 



cioò si ritrova il noto teorema di trigonometria sui triangoli rettangoli. 
2^ Piede della bisettrice dell'angolo A. 



a=7C 



p=«-(g+4) 
=«-(b+4) 



Y 

2=271: 

a' = h = - 



(/= (ò« + c« — 2bc cos A) sen" [b + y) 

^«= a" sen" (b + y) = a" sen» (c + ^) 

/ A\ / A\ ^^^^ 

q = a sen IB + -^l = a8en (C + -o") 

A = sen A sen IB -j- — j = sen A sen (C + "n") 



e sen B 



sen 



(B+i) 



b' = c 



3 . 

sen — A 



sen 



3 . 

sen-^ A 

sen(B + '|) 



Si deduce b' : c' = c :b che 
è la nota proprietà delle bi- 
settrici d'un triangolo qua- 
lunque. 



(19) 
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'ò^. Piede della bisettrice estrema col vertic 


a = — TC 


,5«=(6« + c*- i 


P=f-(o+) 


5»=a«oos»f 


,=_^+(c+A) 


q= — ao 


S= — 27t 


,A = -» ! 



a'= — A 



e . 



ò' = — ■ 



cor 



b 
ce 



4®. Piede della mediana p^ 



p= 7,^(0 + Al) 

2 = 2;: 



Ed essendo per 
si può ricavare IV 



Analogamente 



Si ha If 
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5*, Piede della aimadiana pel vertice A. 

a = 7t f</'=:f6''-f e" — 26c)aen'(B + AO 

3 = (B + A.) |y=«senCB + AO ^^^ 



1'£ IC OC 
^ 1 =^ eeti A sen (B 4- Ai) 

e sen B 



;}1 = 2;: 



à' = c 
& =ò 



8611 (B + Al) 

Ben Al 



8611 (B + Ai) 

sen (A — Al) 
san (B+Ai) 



(27) 



Si veda che gli angoti componenti Ai, Ai sona ideatici a quelli della 
mediana ma scambiati di posizione* 

6^, Piede delle medìaf^rloi dei due lati £ e e del triangolo. 



±Si^lC 
i^^TT — 2C 



Z=±2% 



±p^ =2B \Ai=±aen ABeii"2Cli»=±tìen Asen^2G 
±Y^=7C— 2B 



(2St 



Z=±2k 



2 fìOii U 
mn (A — C) 



' 2 eoa G 



a\ = ± A3 ^ 



2co8B 



^ 2coaB 

sen (A — B) 



(20) 



C^B = ^ 



^eii* B 



Erianltauo: a\-^=c\^ a\-^b\. 

7^> Fidde delle {deviane dei pnntì di Brocard pel vertice A del triangola 



Yi=ir-(B+M) 



i:i=2ffi 



pj^Ti— (C+«>)(Ai=3enABen(B+!/;) ^iÌ2^9enAaen(C-|-ic) 
Ya^;C4-tP) 



t30) 



«',= A,= 



£a^27u 

« sen ( B -f- t^l 



de 



*'* = 



iCi = 



e sen 1^ 

aeu (B -)- id) 
h aen (A — tó) 






fc 



a sen (C -j- te») 
sen {A — w) 
aen (0 — w) 



(31) 



sen (C -j- m) 



mu (B -)- «>) 
Si dodnee la proprietà 

^1 : ^à ^ Al : Af ^ Af : Ai sen {B + «?} : sen (0 -f- ir) 

8^. Piede delle ceviane dei punti di Gergonne e di Nagel pai 
tioe A del triangolo. 



(32) 
ver- 
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Si possono ottenere le due coordinate cernane allineate sul lato a^ 
dalla deiìnizione stessa dei punti reciproci : 



DiB = D«C = b\ = c'a = (p — a)\ 
DiC = DaB = c\ = è'a = (2« — p) / 



(83) 



le quali sono eguali due a due fra di loro. 

Per trovare i tre parametri lineari e quindi la terza coordinata ce- 
viana per ciascuno dei due punti o piedi Di, D^ basterà calcolare prima 
i due angoli DiAB = Ai, D2AC = Aa. 

Si ottengono rispettivamente dalle due relazioni 



sen f Al + B) 



sen (A2 + C) 



sen Al p — a 

dalle quali si ricavano 

e — (p — a)co8B 

cot Al = 5 

seuB 

Saranno quindi 

^1 = a sen (Ai -|- B) 
^1 = sen A sen (Ai -f- B) 

a 1 = Al = 



cot A2 = 



sen Aa p — a 

b — (p — a)co8C 



sen C 



a sen (Ai -f- B) 
Anche qui si deduce la proprietà 



q2=^a sen (Aj 4~ C) 
A2 = sen A sen (Aj + C) 

a 2 = /?2 == 



" a sen (A2 + C) 



(34) 



g'i : 5^2 = Al : A2 = ^2 • ^1 = sen (Ai + B) : sen (A2 + ^) 
= c . sen Al : ò . sen A2 



(35) 



xihe si può enunciare cosi : // rapporto diretto dei due parametri lineari q 
dei due A e V inverso dei due parametri h dei due punii reciproci Di 
e Di è uguale al rapporto delle rispettive distanze dalle ceviane passanti 
per questi punti. 

Uno studio analogo si potrebbe fare per altri punti speciali sui lati 
del triangolo, ed esaminare i casi particolari che si possono presentare 
nelle varie specie di triangoli e che noi tralasciamo, sembrando più che 
sufficienti i casi sopra esaminati. 

Prof. G. Delitala. 



FIGGOLE ISrOTE 



Dimostrazione di un teorema di calcolo combinatorio. — È noto che il nu- 
mero delle combinazioni con ripetizione di n elementi, della classe k, è uguale a 
quello delle combinazioni setnplici di n + k—l elementi, della classe k; brevemente 

Cn,k= Cn+k-l,k. 
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La setupHce dlm ostiamone c^ie segue hn il Tantaggio di stAbilire ruguiigUAizfl 
dei due nonieri indipetulenteuìeiite dalla conosceaia dì essi. 

DtHoSTKAZiOKE. — In Una conibinaztDDe con lipatuìane di classe h degli n 
elementi r^i ds , , . ai,, BÌa «i contenuto ai volte. Sarà; 



(1) 



BEi + otj -I- . . , -f a„ = A^" 



ai >: ©d Intero. 



Ad ognuna di tali combinazioni corrisponde una soluzione della {1}^ e tm- 
pio e ani ente. Quindi: La W) ammette C,,,k s&hm&nL 

Dati ora n + A? -* 1 elementi l/tÙt . , . ò^-i-k-if ogni loto combìtiadoue semplice* 
della classe A' ai ixitia ottenere sopprimendo n — 1 elementi hr br^ * ^ . fir^.^. 
Dei k rimanenti «i precedano hr^) «ì aiauo fra èr^ e br^ ecc, ftn seguano h^^i- 
§arà aucorar 



«1 + as -f . - . + etn ^ A- 



«1^0 eà intero. 



Ad ogni combinazione aemplice delle èj della classe k corrisponde quindi una 
soluzione della (1), e reciprecamente. Segue: La {1} ammette C^fk-i^h sotuzìùnL 
Confrontando i due enunciati si deduce: 



Cff.fc ^ C|i4.k-- 



+k— I.k 



Fatta. 



e. d. d. 

Luigi BBraoTn, 



RlSfMIION'l IlLE PSIIONI fii;], Clf), 61(3, (111 e m 



Om3» (70B} (*) Sia MN una corda narrnuU in M ad una parabola p, tncìinatù 
di 45^ suIl*tMa$e di questa^ e ^ia e il circoìo tagtnte esternamente a p in M di 

MN 

rapgio —- . Si dimostri : 

1^. Che una tifile tangenti comuni ct p f e ^ parallela ad MN; 

2^. Che la dista tua della ianfjente in M dtxl punto d'incontro delle altre due 

, 3MN 

tangenti eomum a ^ e e e - - ; 

J^. Che il iegmento staccalo ^nlla tangtnte in M dalle due tangenti suddetti è 
uguale a MN. 

Risoluzione M $ig. fViccolaJ. 
Essendo 

r equazione della parabola p, ai trova ini ni ed latamente che: 



dì x + if + |- = 0, 



(2) 



-,-»^=. 



{*ì La qtiì«tif»tiì iitiiii«rata dal 610 ^ì 515 (!«frIt|Kitidan« * quelU, d«l fAse, I (Anno XVUD dd 
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sono le equazioni della tangente e dalla normale in M 

Ji*equazione del cìrcolo tangente esternamente in M 
^V 2 in coordinate plfikeriane è: 



(3) 



(|-ti + 2;;p-l)' = 2/>M«^ + i 



per cui le tangenti comuni a p e a e si determinano, cer 
alla (3) e alla equazione della parabola in coordinate i 

(4) 2m = pv\ 

Si conclude che le tangenti comuni alla parabola e i 
sono le: 

(5) a: — y + |- = 0, X + I1/ + 

e la prima parte del teorema si fa manifesta. 

2^ Il punto comune alle (5) ha per coordinate: | — 
mando di la sua distanza dalla (1), si ha: 

di = 3/) V"2. 
3^ La (1) incontra le (5) rispettivamente nei punti 
j — -^, Oj , (-w-Pf —^p] la distanza dei quali 

015« (705) Due parabole hanno lo stesso vertice C 
gonali. Trovare le coordinate del secondo punto d* incanì 
bole in O' e Varea della porzione di piano limitata ft\ 
parabole. 

Facendo variare il parametro di una delle due para 
lore di esso Vangalo delle parabole in 0' sia massimo. 

Risoluzione del sig. Occhiplnti e del prof. Nannei. 

Siano P e Q le due parabole ed y* — 2^;a? = 0, ir 
equazioni; le coordinate del punto 0' si ottengono risolvo 
rispetto ad ;r ed y ed escludendo i valori x = 0, y = < 
di 0. Allora si ottiene: 

Ora le equazioni delle tangenti a P e Q in 0' sonti 

3 8 3 

2]^p'qy = px + 2fp*q^ , gy = 2\Vr 
3 _ 3 _ 

ed i loro coefficienti angolari sono -^r 1/— » 2l/ — » e 1 

2 f q ì q 

golof di queste rette, cioè dell'angolo delle parabole ii 
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Facendo vanare* per es., p, r^sprtiììBJoQt) pre<:e(lente è m&isfmfi fó minimal 
quftndo 

l(^¥ + ^:l)^j" T — 1 = 

eloè quaiado p^= q. Questo valore ài p rende negativa Ja Beeondft dèrlvAta di tff 
rispetto a j/^ come sì verifica con un calcolo fucile, dunque corrisponde ad un 
maasitno. 

Bia in Une. A Farea della porzione di piano limitata fra gli arclii 00' dell« 
duo parabole ; ed K il rettangolo che ha per vertici 0, 0' e lo pt oieseìoui di 0' sugli 

%mì. È facilò vedere che A = — R, e siccome R è eguale al prodotto delle co or* 

dinato di 0' si ricava 

(ÌlO« Gli archi massimi condùtti da un punto P ad un circolo minora ^ tieìU 
Sttpffficie sferica verificano In relazione 

l l 

tang -- PM . tang -^- PHi — co&tante. 

Cassaci. 
Risoluzione del prof. Padoa. 

8e à il centro della euperfìde sferica, Q il punto opposto a P, R F inter- 
iezione di PQ col piano della circonferenza minore, e se MMi è la corda comantì 
a que^U circonferenza e ad una citcenferenza niasMnia arbitraria passante per F, 
dimostrerò che 



è eguale a 



tang \ PM , tang ^ PMi 



OP— OR OP+OR 

ovvero a 



OP 4- OR 



OP— OH 



aeconilochè R è un punto di OP o dì OQ. 

1) R sia un punto di OP. Qualora P non dimezzi Parco MMi, aia M P^atrenro 
della corda che è pili pro^ìsimo & F; quiudi, rapprcscntaU con 2« e 23 gli angoli 
POMi e PCM, aark a 2!l P- I^^ proiezione di su MMi sia S; l'angolo SOM e la 
aemiaomma degli anguìi 2% e 2^, cioè ^ -\- ^, L'Intersezione di OP con MMj è B; 
l'angolo SOR è la differenza fra gli angoli 80M e POM, cioè fra aH-§ e 2p, quindi 
è a — p. Dopo ciò. ai ha 



cos(a — p) = 
da cui, rammentando che 

tangx . tang3 =^ 



08 



OH 

coB(st — P) 



08 
cos(a + ^) ^ — - 



OM 

' 60S(« H- ^} 



COS(flt— p) 4- C08(Qt H- P) 

aemplilìcando e aoatituendo OP ad OMt riaulta 



tang « , tang p = 



OP — OR 



l d. 



OP + OR 

2) E sia un punto di OQ. In tal caso, quanto precede sussiste sol che ai cambi P 
'IJ Q. Quindi, rappresentati con 2% e 2P' ^U angoli POMi e POM, poiché 



da cu 



risali 



(i 
due h 

L 
lato 

Ri 

Si 
AB, 1 
prend 

E 
(1) 



V quii 
che e 



Si tre 

m 

e aìm 

(3) 

P 
pan ti 

geutì 
L 



iì 
m 

il eir< 
{lì 
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623. Un punto M si sposta sopra una sem 
metro AB. Siano P, F i vertici dei due triangoli 
per base AM, e Q, Q' i vertici dei due triangoli 
per base BM. Si trovino i luoghi di P.P.Q 
di PQ, FQ', PQ' e FQ. 

624. Essendo r, 8 le coordinate polari d'un 
d'area 5, e V l'angolo della tangente col ragg 
che il raggio di curvatura p in M è 

ds 

625. Dimostrare che 

Jim 

626. Trovare l'area compresa fra la curva 

y = a sen'ar + b sen x-j-c 
e l'asse delle x, quando x varia da a 2tz. 

627. Dimostrare che l'area della curva 

(a:^ + y«)(6V + ay) = (a + 6)*(.i 

e che, quando a = 6, quest'area diventa 

U = 16a». 
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Capelli. — Istituzioni di analisi algebrica. Terza 
delle Lezioni di algebra complementare ad i 
licenza universitaria in scienze fisiche e mi 
Pellerano, 1902. L. 11. 

Quest'opera del valente professore dell'Università • 
salmente nota agli studiosi, e se ne è occupato altre 
perchè occorra parlare lungamente di essa. Ci limiterò i 
che cosa essa differisce dalle precedenti edizioni. 

Mentre nella prima e seconda edizione si suppone^ i 
forma argomento dei corsi ordinari di aritmetica raz i 
tare nei licei, in questa terza edizione lo studio dei nun < 
gli ordinari elementi di aritmetica ed algebra ed i co i 
fasi in un tutto armonico ed omogeneo. Per questa r£ : 
molto opportunamente cambiato il primitivo titolo in ( i 
lisi algebrica, che meglio si addice all'opera nella sua i 
dei primi fondamenti della teoria dei numeri è fatta c< i 
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segUGUilo ì cDucatti fimpmineute avoUt dnir Autore in tre incmarte ptibblicate l'anno 
Bcoratf nel Giornata di Battnglinì, die egli dirige. 

Lo altre più notevoli uiodifìcii^joni oil a^jtriunte consistono nel maggiore avi* 
luppo dato a^li elementi di annlisi coinbjjiatoria e alla moderna teoria dei gruppi; 
in un nuovo capitolo (Vili), in t:ui 8ono eaponte le gemì'àìità sulla cùntimntà e 
di^rhtibtiità dfììe funzioni di variabili tt^aìi; noi la eypoaizione degli t lem enti della 
teoria delle fm^zioni ellittiche. E, 

Carraka. — 1 tre probhnn eia. ma degli antichi in reiezione ai recenti 
rimltiiti della scienza. Studio storico-crìtico. Problema 1**. La C|ua- 
dratura del circolo. (Estratto dalla Bi vista di fisica, mateinaticu e 
scietize naturaU.) 

ìì Prof. Be]lÌDo Oftrrarft ha iniziato con questo primo volume di circa 170 pagg. 
la istoria dei tre celebri probleniif quadratura del circelo, duplicazione dei cubo a 
trisezione deirangolo^ che hanno inutilmente affaticato i Matematici dalla ]>iii re- 
mota antichità fino ai giorni noiistrit e dei quali uoUanto in epoca recente è stata 
dinioàtrata l'imposaibilità per mezzo della riga e compasì^o, benché fosse già da 
lungo intraveduta, come risulta dal fatto che nel 1775 TAcc. di Parrgi deliberò di 
nou prendere più in esame le pretese risoluzioni dei detti problemi e dell'altro del 
moto perpetuo. 

La storia del problema della quadratura d^'I circolo è tratteggiata in questo 
volume con la diligenza^ e abilità, che distìnguono l'egregio autore, in fiiima fa- 
cile e dilettevole. Dopo avere accennato alle varie ragiuni cbe resero celebre questo 
problema^ anche presso i non matematici, quanto il lapis lìhiloaophorum e Veìmr 

di vita dal primo valore di ic =: | — j dato da Ahnts circa 2000 anni prima di 

Crìtìto, ai giunge attraverso all'opera dei Greci, dei Romani, degli Araln nel! 'Anti- 
chità, dei popoli latini nel Medio Evo e nel Rinascimento, fino alle dimostrazioui 
dell'irrazionalità di i; e k^ di Làmbert e dal hegfndve^ alle dimostrazioni recenti 
della trascendenza di « e di ic date da llermiU e Lindtmann^ al contributo dato 
da Wtiefstrass alla quiàtione, all'integratore di Abdatik-Abtìhanomcz. 

Sarebbe bene che 1 molti illusi i quali si affannano ancora in una ricerca iun- 
tile^ leggessero questo libro per non perdere il tempo e riaparmiarsi di dire e 
scrivere degli spropositi. K, 

Ernesto Pascal. — / 9^^^ppi continui di trasformazioni. (Parte gene- 
rale della teorìa). Milano, Hoepli, 19(J3. Lire 3. 

Fra le più importanti opero dovute ad uno dei grandi ingegni matematici del 
secolo scorso* a Sophus Lib, vi è la " Teorìa dei gruppi continui di trasfm^masioni ,♦ 
opera notevole e per se stessa e per le splendide applicazioni che si eon fatte a 
diversi rami dell'Analisi e della (geometria. Il L[Ef insieme ai suoi valorosi disce- 
poli Enokl e ScHEFFERS» molto scrisse sulla Teoria dei gruppi, e certamente a gran 
disagio si troverebbe cbi, ancor novello negli studi delle parti piti elevate delle 
Matematiclie, volesse sulle opere stesse di Lte cominciare lo studio di così dif- 
ficili teorie. Ben a proposito pensò quindi il Chia.™° Prof. Pascal di facilitare lo 
studio delta Teoria dei gruppi^ offrendo ai giovani studiosi, cui dedicò il suo lavoro^ 
un libro che contiene quanto forma lo parti più notevoli di detta Teoria. 

11 lavoro del Prof. Pascal ai divide in 5 Capitoli. Per dare un'idea degli argo- 
menti in esso trattati^ accenniamo sommariamente al contenuto di ciascun Capitolo- 

Nel Gap. I^ t Teoria generale dei gruppi di trasformazioni ], stabilito il concetto di 
trasformazione^ e data la defìnizione di gruppi coJttirtui da trasformazioni, T Autore, 
dopo aver fatto un cenno di alcuni gruppi piii comuni (grappi lineari, proietti vi, Cre- 
moniani), passa alla ri corca delie Equazioni diffcr^nziitU carut ter Ìsti<^hf di un gruppOj 
ricerca cbe conduce al teorema detto da Lie* i7 primo (fare ma fondattìrutalr della 
teoria dei gruppi. Costruite sotto una forma generalo le trasformazioni relative a<^ 
un gruppo ad itn parametro, trovate le formole esplicite canoniche per lo trasfor- 
mazioni di un gruppo ad un parametro, vten data la delinizione di trasformazioue 
ìn^niteainisl^ del gruppo, mostrando come ogni simbolo di trasformazione infìnitesi- 
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male si possa ridarre ad una forma speciale, detta canonico. Dimostrate varie pro- 
prietà dei simboli delle trasformazioni infinitesimali, l'Autore dimostra una formola 
che dà il prodotto di due trasformazioni finite date sotto forma canonica. Il problema 
della determinazione delle trasformazioni infinitesime, prodotto di due altre, era già 
stato trattato dall'autore in una sua Nota: Sulla formola del prodotto di due trasfor- 
mazioni finite, ecc. (Rend. Ist. Lomb. (2), v. 34, 1901), servendosi di alcune identità fra 
i simboli di trasformazioni infinitesime, identità contenute in una Nota prec. : Sopra 
alarne identità fra i simboli, ecc. L'Autore studia poi i sistemi completi di Equa- 

» df 
zioni: 2) ^ih- — = 0, (» = l...r), ossia sistemi completi di Equazioni a derivate 

h=i dxh 
parziali, lineari, di primo ordine, nei cui coefficienti non entra la funzione incognita/*. 
Risolto il problema della costruzione, mediante r trasformazioni infinitesime indipen- 
denti, di co"^' trasformazioni ad r parametri essenziali, e dimostrati alcuni teoremi 
relativi ai gruppi ad i* parametri, contenenti la trasformazione identica e alcune pro- 
prietà di un assieme di oo^' trasformazioni, vengono trovate delle relazioni caratte- 
ristiche fra le r trasformazioni infinitesime di un gruppo ad r parametri, contenente 
la trasformazione identica, e date due dimostrazioni del cosidetto secondo teorema 
fondamentale della teoria dei gruppi; di tali dimostrazioni una è del Lib, l'altra è do- 
vuta all'Autore stesso, cbe giunge ai medesimi risultati, in modo molto semplice, 
servendosi della formola del prodotto di due trasformazioni finite. Il Capitolo si 
chiude con la dimostrazione del terzo teorema fondamentale della teoria dei gruppi. 

Nel Gap. II, data la definizione di invariantività di una funzione rispetto ad 
un gruppo, viene studiata l' invariantività, rispetto ad un gruppo, dapprima di un 
sistema di equazioni finite, di poi di un sistema completo di equaziani a derivate 
parziali, della forma sopra indicata, e quindi di un sistema di trasformazioni infi- 
nitesime ; il Gap. si chiude con un cenno sulla permutabilità di due trasformazioni, o 
di due gruppi, e sulle trasform. infinit. e sottogruppi invarianti di un gruppo dato. 

Il Gap. Ili tratta delle proprietà relative alla costituzione di gruppi ; l'Autore 
espone notevoli proprietà sulla transitività, ed imprimitività dei gruppi, sulla so- 
stanti vita di un gruppo, sull'isomorfismo e similitudine di due gruppi. Allo studio 
delle proprietà principali di certi gruppi, che restano determinati in vario modo, 
dato un gruppo fondamentale, è dedicato il Gap. IV, ove partendo da risultati 
stabiliti nel Gap. I e III, vengono dedotte delle proprietà relative al gruppo 
aggiunto, al gruppo di stnUturaf al gruppo parametrico, al gruppo isomorfo ad un 
gruppo imprimitivo; vengono poi studiati i gruppi ampliati e i gruipipì reciproci dei 
gruppi semplicemente transitivi ad n parametri essenziali. L' ultimo Gap. Infine 
tratta della teoria invariantiva dei gruppi ampliati. 

In alcune note messe in fine al testo e nel testo stesso, sono brevemente ri- 
prodotte alcune ricerche speciali dell'Autore stesso. Oltre a quelle più sopra citate, 
notiamo alcune ricerche sui numeri Bernouilliani (cfr. Sopra i numeri Bernouilliani, 
Rend. Ist. Lomb. 2, t. 35, 1902), la dimostrazione del terzo teorema di Lie (cfr. 
Rend. Ist. Lomb. 2, t. 35, 1902 pag. 419), e la costruzione delle trasformazioni 
infinitesime del gruppo parametrico di un gruppo dato, del quale sieno assegnate 
le trasformazioni infinitesime. L'opera del prof. Pascal riuscirà certamente di grande 
aiuto a quanti desiderano studiare poi i lavori del Lib; un desiderio mi permetto 
di esternare, e credo sarà di tutti quelli che prenderanno conoscenza del lavoro del 
prof. Pascal: che ben presto esca un nuovo volume riguardante la Teoria delle 
trasformazioni di contatto, altra delle creazioni del genio di Lib. acr. 

Ernesto Pascal. — Calcolo infinitesimale. VI. 2, Ed. II. Milano, 
Hoepli, 1902. 

Tale opera del prof. Pascal, già nota ai cultori delle matematiche, contiene la 
materia che si suole svolgere in un corso ordinario di calcolo infinitesimale. 

La noova edizione contiene numerose modificazioni ed aggiunte e migliora- 
menti, sebbene sia stato lasciato inalterato l'ordinamento e lo schema fondamen- 
tale del lavoro, giacché l'Autore, a proposito della novità intr(idotta in alcuni 
recenti trattati della promiscua esposizione dei due calcoli, differenziale e integrale 
dice: * Non l'ho fatto, non essendomi convinto dei vantaggi scientifici e didattici 
che presenta questa fusione, la quale, d'altra parte, anziché una vera e propria 
fusione, sembrami che, salvo lievi eccezioni, venga piuttosto a ridursi ad una spo- 
stamento di Gapitoli, giacché i concetti, le definizioni, le dimostrazioni, i prece- 
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dinienti in genere, Balvochè in qualche punto dì secondaria imparUnxa, restano 
tu soslanzA gli i^itessi di prima ^. 

Nel Voi. h Caluolo dì^ereiizìàlep fìoUamo fm le altre, le modìBcazioQi intr^ 
dotte \n ainvni teoremi sui lìmiti, net Teorema lii Cantor, e in alcuni teoremi 
riguardanti le serie con v<fr genti in egual grado e le aetie di potenze, 

Nel VoL ììf Calcolo integrale^ oltre a numerose inodi^cas^iont ed aggiunte ù 
trova un § dedicato alla descrizione delTintegrafo inventato dalTlng. rusao Abdank- 
Abat^anowitz e modificato dal Coradi di Zurigo: sono poi raprdainente accennati i 
principali usi cui rislrumento può servire. 1/opeia del [»rof. Paacal è cerlAmente 
{pregevole per la chiarezza e il rigore adenti lìce, aer, 

G. Fakisano* — Geometria dest^riitiea. 

Yi sono molti libri di Geometria deacrittiva tutti eceelleuti; però essi o eC0#- 
dono di troppo i limiti asseguati ai relativi programmi degli istituti tecnìeii o sene 
monchi. Il libro dì Geometria descrittiva dell' ing. e prof. G* Farisano ai pregi di 
un'esposizione chiarAp ordinata rigorosa e logica, unisco quello dt svolgere con 
criteri pratici, completamente ed esclusivamente i suddetti programmi, per cm h 
ritengo il pili adatto e il più utile per gli latituti tecnici, sezione agrimeiieiira* 

V*, A KB ROSI KO- 

Stolz und Gmeitceb, — Theoretìsche Aritmetik. 

I Abtheilung. — AUgemcinea, Die Lehre von don rationalen Zahleti, 

II „ Die Lehren v^oii der reellen inid von den com- 
plexea Zahlen. Leipzig, Teubner, 1902, 

Questi due volumi costituiscono una seconda edizione interamente rifatta ed 
accresciuta di una parte del ben noto e classico libro dello atesso Stolz V&rU^umin 
iìbtr aìg^tnetne Aritnutik^ La parte dì questa opera non considerata nella preseote 
pubblicazione costituirà un altro volume, ora m preparai ione^ che sarà tutitelato 
Klnltìtung in die FunctioniheiHe nucA Wfiei' Strass, Ecco T ordine dei capìtoli: 

Parte Prima: T. — Itttrodttziùne — Conceilo di grandezza e numera* 
IL — ► i numeri naiuralL 

11 L — Teoria analitim dei numeri razionali — Generazione analiUca dtì aii- 
meri razionai i. 

IV. — T^ùria sintetica dai numiri razionali — Le frazioni sistÈmaticke, 

f^arte Seconda : V. ^ Sistemi cónUnul ad una dimensione di grandezz^^ a^ttoìntt 
rtlatit^. 

VL — Teoria dei rappòrti secondo Euclide — Deduzione da questa dei numeri rmlL 

VIL — Teiìriii aritmetica dei numeri irrazionali secondo 0* Cantor e C. Mera^, 

Vili, — » Potenze reali^ rad tei f logaritmi. 

IX. — Le serie infinite a termini reali — Serie a termini poittit^i — Serie tèi 
contengono termini pa^itiri e negai ivi in numero illimitato. 

X* — Teoria analitica dei numeri compiei si. 

XL — Teorìa geometrica dei numeri complessi comuni. 

XIL — Potenze complesse^ radici e logaritmi 

XI IL — Serie infinite m ternittii complessi. K. 



CorrAXIoiiì Alili Nota: "Un prablema suIIa fMiuimm dei n^tlIe):l,^ Anno XVItl^ f^9C* Ih 



p. 118, ìm. 29 Ja¥fiC« di £ rAr- J-2 Ar N Jegg»sl I rÀr 



2 r^O 



p. 120, ìm. Ti 
Pv 120. Itn. « 

p, 120 lin. 24 



- il - 2J 



-il -21. 
J 



GrcLio Lazzbri — Direttore- responsabile 



FìMìUt di 



U t éìt^mhrif IWit, 



GlOE 



AttiiM 
Atti (lei 
Atti d 



li Nuoi 
L(i //fi. 
La Hk 



Ami 
A merhu 



Interttìt 
J ah re si 
Jortutl 
Jtjnniti 

Muihett 
ìtiai 

]^hìth$i 
Memori 
ykw j 



The m 
riieP 

Scìt 



ZetiAch 
Viùdm 



PERIODICO DI MATEMATICA 

PER i; INSEGNAMENTO SECONDARIO 



(Organo dell* Assooiaaione « MA.THBSIS »). 

Il Periodico di Matematica è destinato principalmente ai professori di mate- 
matica dello scuole secondarie e agli studenti universitari della facoltà di scienze 
fisico-matematiche. Contiene articoli d'indole scientifica o didattica riferentisi spe- 
cialmente air insegnamento elementare, quistioni da risolvere, notizie scientifiche ecc. 

Per cura del Periodico vengono pubblicati anche gli Atti dell'Associazione. 

Il Periodico si pubblica in fascicoli bimestrali di 48 pagine almeno. Non si 
fanno altro che abbonamenti annui decorrenti dal 1*^ Luglio al 30 Giugno deiranuo 
successivo per conformarsi all'anno sociale dell'Associazione Mateiesis. 
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Per i soci dell'Associazione Mathesis il prezzo complessivo della quota so- 
ciale annua e dell'abbonamento al Periodico, compresi gli Atti è di Lire 10 da 
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PREMIO STRAORDINARIO Al NUOVI ABBONATI. — Ai nuovi abbonati saranno inviati 
come premio gli « Aiti del primo Congresso dei professori di matematica delle scuole 
secondarie, tenuto in Torino net giorni 9-14 Settembre 1898 ad Iniziativa deirAssociazione 
Matliesis ». Un bel volume dello stesso formato del « Periodico » del valore di L. &. 
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Per quello clie si riferisce alla redazione i lettori sono pregati d' indirizzare 
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Presso la Sig.^* PIA PADERNI ved. LUGLI, Yla Agostino De- 
pretis n. 86, Roma, trovansì vendibili, legate in volumi, le serie 
complete del Periodico^ dal 1® a tutto il 10** anno al prezzo ridotto di 
Lire 50 all' interno e di Franchi 60 in oro, per gli Stati dell'Unione 
Postale; e le annate complete separate, pure rilegate in volumi dal 
3"^ al 10^ anno, nonché i fascicoli sciolti dei suddetti anni, a prezzi da 
convenirsi. 

Presso la medesima signora è pure vendibile la Raccolta di temi di 
matematica redatta dalla Giunta centrale esaminatrice per la licenza 
d'Istituto tecnico nella sezione fisico-matematica, con soluzioni e 
risposte del Prof. AURELIO LUGLI, al prezzo di L. 1,26 ciascun 
libretto. 

Le annate 11* a 17"* (1896-1902) del Periodico di Matematica si tro- 
vano in vendita presso la direzione al prezzo di L. 6 per l'interno e 
di L. 7 per l'estero, le prime tre, e di L. 8 per l'interno e L. 9 per 
l'estero le altre. 




rio 4 1^' 
SUI XUMEBI FEBFETTI E SDÌ NUMERI DI MERSENNE 



1. Si chiama numero perfetto un numero eguale alla somma de 
suoi divisori, escluso sé stesso. Euclide aveva osservato che ogni nu- 
mero della forma 2^"' (2^* — 1), nel caso in cui il secondo fattore ( 
un numero primo, è perfetto: Eulero ha dimostrato di più che ogn 
numero perfetto pari è di questa forma: molti poi, fra i quali Boezio 
Fermat, Eulero, Legendre hanno cercato numeri perfetti dispari, mi 
tutti senza alcun risultato. 

Nella presente monografia mi propongo, anzi tutto, di dimostrare 
che un numero impari non può esser perfetto; quindi di studiare U 
principali proprietà di detti numeri, e finalmente ricercare la condi- 
zione necessaria e sufficiente perchè l'espressione 2'* — 1 rappresent 
un numero primo, vale a dire perchè p sia un numero di Mersenne 

La dimostrazione del teorema fondamentale: Ogni numero perfetti 
è pari, richiede la dimostrazione di alcuni teoremi ausiliari, che on 
esporrò. 

2. Lemma. — Seo, e h sono due numeri primi, maggiori di 2, VespreS' 

sione 

2{a+h — l) — ab (1 

è sempre negativa. 

Intanto, se a = 2, si ha 

2(a + i — 1) — a6 = 2. 

Supponiamo ora tanto a che b maggiori di 2, e sia per ipotes 
i > a : avremo b=^a-\-n, e, sostituendo nella (1), 

{4a + 2(n-l)}-(a* + aw). 

È facile verificare che, colle ipotesi fatte, il termine a^-\-'an \ 
maggiore dell'altro 4a + 2(w — 1), e quindi l'intera espressione (1 
è negativa. e. d. d 

3. Teorema. — Ogni numero perfetto, eguale al prodotto di potenze d 
due soli fattori primi, è pari. 

Sia il numero n = a''b^: io dico che, se n è perfetto, uno dei du< 
fattori a, b e eguale a 2. Infatti, perchè n sia perfetto, deve esser< 

a — 1 b — 1 
Di qui abbiamo 

(aa+i _ 1) (6/?+i — 1) = 2a« bfi {a — 1) (6 — 1), 
ossia 

o«+i bfi+ì — a«+i — 6/^+1 + 1 = 2a°+i ¥+^ + 2 (a« b^ — a«+^ b^ — a« b^^ 
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doiule «•■+' + 4"+' — 1 = u" 1/ (2 ((, + i — 1) — aò} , 



(2) 



Ora n pt-iiiio juenibto di quella egimgliutiza, j^er a & b posi Li vi, h 
senipitì ]>uaitivo, ineiitie il secondo, per il leminA piecedetiUs è posi- 
tivo sul t unto quando uno dei fattori a, ò, bìb eguale a 2. Ne v'wtm 
elle, pureliè lu (il) possa sussi ^tete^ devfì essere » o £i eguale n 2, e 
quindi n^a'^hi^ h puri, c\ d, d, 

4. Corollario. — E interessante vedere come dal teoieina di mo- 
strato si può ricavare la nota formula d'KucIide eUe ci dà numeri 
pel tetti. 

Abbiamo infatti 

n = 2'^ b^ , 

quindi, per la (l), essendo nel caso dì «=^2 

2(t* + i^l) — £/6 = 2, 
2«+i -j- hf^+ì — 1 = 2^+1 b^ . ^ 

Ailinebè questa eguaglianza possa essere verificata da uu numero 
primo ù deve essere p^l. 

Infatti, suppoiiemlo [^ > 1, avremo 

^,^+1 _ 2^+1 Ùiì -j- {2"'^i — 1) = 0, 



OS:Jia 



"2-+1 — 1 



= 1, 



il elle facilmente si dimostra non poter essere per altro numero 
primo e positivo elie per h^ì. L'ammettere dunque p > 1 ci porta 
di necessita a concludere ^ ^ 1, contrarianniute airipotesi fatta. Sia 
quindi ^ = 1; avremo allora per la (3) 

ii_2t+ii + {2«+i— 1} = 0, 

cbe, risolta rispetto a b, ci da i due vaioli 

^,j = 2-+i^l , ^^-=1. 

Esciudeiida, per le ragioni dette sopra, il caso À=l, ci rimaue 
per b il valore 2'^+^ — 1; quindi 

«^2"(2'^+i — 1), 

nel caso iu cui il secondo fattore è nutnero primo, espressione cbf^ 
non è altro che la uota formula di Euclide. 

OssEKVJiziONi:. ' — Essojido coudizioue necessaria perche Tespi-es* 
feione «*+' — 1 rappresenti un numero primo, che a + 1 sia numero 
prlmOf possiamo dire che 

Opii numeru conte nulo ììdl* espressione 

quando 2"+^ ^ 1 è primo ^ è per f ti lo. 
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6. Lemma. — Per a e b primi e maggiori di 2, si ha sempre 

Nel § 3, relazione (2), ho dimostrato che l'espressione: 

(quando a e ò siano ambedue primi e > 2) e sempre positiva, mentre 
l'altra 

a«i^{2(a + i — l) — ab} 

è sempre negativa. Si ha quindi in ogni caso, nell'ipotesi fatta'di a 
e h primi, 

««+1 4_ t/?+i _ 1 > a«i/?{2 {a + 6 — 1) — «è). 

Cambiando di segno i due membri della diseguaglianza, le rela* 
zioni di grandezza vengono invertite, quindi 

— a«+i — i^+J + l< — a«6^{2(a + i — 1) — aò). 

Aggiungendo ai due membri della diseguaglianza la stessa quan- 
tità, le relazioni di grandezza non cambiano, quindi 

^a+i i/?+i _ a«+i — i/^+i + 1 < a«+i 6/^+1 — a« 6/^ {2 (a + i — 1) — ah) 

ossia 

a«+i t/?+i — a«+i — i^+i + 1 < 2a«+i 6^+i -f 2 (a« ¥ — a«+i 6^ — a« 6^+i), 
(a«+i — 1) (i/^+» — 1)< 2a« i/^ (a — 1) (6 — 1), 



donde finalmente 



a«H — 1 6/^+1 — 1 



a — 1 



ò — 1 



< 2rt« ¥, 



e. d. d. 



6. T£OR£MA. — Un numero eguale al prodotto di potenze di più di 

due fattori primi, non può essere perfetto. 

Principiamo dal considerare il caso di un numero formato da tre 

fattori primi 

n == a" ¥ cr , 

Se fi è perfetto, deve essere verificata l'eguaglianza 

a«+i — 1 b'^+i — l c^+i — 1 ^ ^^ 
a — 1 — 1 e — 1 ' 

che possiamo mettere sotto la forma 
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Ed itmbedae i membri di questa eguaglianza dovrebbero essere 
eguali al minimo comune multiplo M di "°^^ - .^"|"'~i e 2(i- 6** , o 
ad un suo multiplo tì, e per conseguenza dovrebbe essere 



1^ 



è 



c — 1 ~^ a"-n ^ i A/^+i _ i 



(1) 



cr =■ 



M 



Se a e 3 sono ambedue pari, 

sono ambedue dispai ì; quindi 

<rH-i— 1 i^+i — 1 
a — 1 ■ i— 1 

è dispari; di più questo prodotto non è divisibile ne per a« n? 
per ¥^(*) quindi il minimo comun multiplo sarà della forma 

si dovrebbe allora avere 



CJ' = 



^a'* ò'^ 



- ^ iH^ i* 



il che» essendo <?, per ipotesi, primo, è assurdo, (**) 



{•) Infkttl, fìon Amndo -^- ~ dÌTJftlbf]« per » e - \/ 7 A divjB^bib iwr fc, luiii^ mm 



I^Hibìlfl flirtbbe eli e foMt o 
luulifpta Tarr^bba dillt fonn* 
« quinili f, »Teadoii 



-^.'tJ^ Jl -!- = «*'; ma 

a — I à— l ' 

a'' «^ i^ , , . . 



«UeFA il DiJiiimo eoaiiDt 



^ = 



2»^(^ 



D<»ii lu^ebba pili prJmo» eoatrjirÉmmeijte aU'ipo|«ii, 

(•*) Il davo cu» am M=-afl*' i^*" cJ' riiuanfl immadistainonte *aa(iriU, «MerTaado ebft. rn UJa 
IpokBi, deifrflbbe 9i»or» (dml momento ebo a«" 6^ « "'^^^ 'li . ^^^^ 7 ^ a^n ^^^^ |»tt«i 



priuu comuni j 






fr-l 






8on 
con 



ass 



e — 



pai" 



* 

I 



© S' 



altj 



ja 



I 



ass 



01 



UHI 

me 

pri 



206 



PEH ionico DT ìf A TEMATICA. 



Ogni numero per fello è dilla fornm 

quando 2''+' — 1 ^ primo. 

7. Teorema. — Se E^ è numero perfetto 

dico che 

Ep = 2^^ + 2^ - 1 + . . . . + 2« , 

Infatti lial secondo membro di questa espressione, mettendo fu 
fivitlenza 2^ , ai ha 

E, = 2« (2« + 2'*-» + .,., + 1) = 2« (2^-1 ^ 1), a d. il 

8* Teorema. — La somma dei renproei dei divisòri (esclusa rumiti) 
di un numero perfetto è eguale mi 1, e reciprocamente: 

Se la somma dei reciproci dei ditmori (e^lusa l'unità) di un nittmrù 
è eguale ad 1, il numero è perfelfo^ 

Sieiio 

1, a, h, ,/,!«, Ef, 

i differenti divisori di E,, disposti iji ordine crescente: io dico e!ie 



^ + - + 



'^ l ^ m ^En 



Intanto, pel noto teorenm; 

Se si depongono in ordine di grandezza tnltl i divisori di un nu~ 
merot incomincuindo da l e terminando al numero^ il prodoflo di dite 
divisori equidistanti dagli estremi è cmtanle^ ed eguale al prodotto de^U 
estremif ossia al numero dato, abbiamo: 

am ^^bl^^ck^^ ., ..^= E,.^ (a) 

donde 

E,. ~ M • iV " ^ ' ^v ^ k'"''' 
Ora, per definizione, abbiamo 

E, = l+a-f 6+e: + .... + A+7.: + i + mi 
dividendo i due membri por E,,, anrà 

Ep Ep Ep E|i Ep Ep 

e. (I. il 

Heciprocamente, dato tin numero tra i cui divisori stissìstn la ter 

lazione 



1 



I 



1 



1 



+ x + ^4----- + -r+:r+ M = i 



m 



N 



(P) 



dico dio N è numero perfetto* 
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Moltiplicando infatti i dne membri della (^) per N, abbiamo 



N, N, N, ,N, N,^ ^ 



ossia, per le (a), 
quindi 






e. d. d. 



Osservazione. — In conseguenza del teorema ora dimostrato pos- 
siamo dare una nuova definizione di numero perfetto: 

Si dice numero perfetto i/n numero tale che la somma dei reciproci 
dei suoi divisori, esclusa l'unità, è eguale ad 1. 

9. Teorema. — Ogni numero perfetto termina per 6 o per 8. 

Consideriamo infatti le successive potenze di 2: vediamo che, prin- 
cipiando dalla prima, le ultime cifre a destra si seguono sempre nel- 
l'ordine 2, 4, 8, 6. Vediamo dunque che quelle ad esponente pari 
terminano per 4 o per 6, e quelle dispari per 2 o per 8; e, precisa- 
mente, le potenze con esponente dispari terminanti per 2 seguono 
immediatamente quelle con esponente pari terminanti per 6, e di- 
nanzi alle dispari terminanti per 8, sì hanno le pari terminanti per 4. 
Consideriamo ora un numero perfetto 

Ep = 2«(2«+> — 1): 

a + 1, essendo primo, è dispari, e quindi 2«+i termina per 2 o per 8: 
il numero primo 

2a+l _ 1 

deve dunque terminare per 1 o per 7. Ora, se 2^+^ termina per 2, 
2« termina per 6: quindi 

2« (2«+i — 1) 

termina per 1X6 = 6: se invece 2«+i termina per 8, 2*» termina per 4 
e quindi 

2« (2«+i — 1) 

termina per 4X7 = 28. 

Rimane cosi dimostrato il teorema che ogni numero perfetto ter- 
mina per 6 per 8. 

10. Teorema. — l'utti i numeri perfetti non terminanti per 6 ter- 
minano per 28. 

Infatti, considerando il numero formato dalle ultime due cifre delle 
potenze dispari del 2 terminanti per 8, ed il gruppo analogo per le 
potenze pari immediatamente precedenti, vedo che si possono pre- 
sentare questi soli cinque casi distinti: 

64, 28 24, 48 84, 68 44, 88 04, 08, 
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6 quindi il numero perfetto può terminare soltanto col gruppo for- 
mato dalle due ultime cifre dei prodotti 

64, 27 24, 47 84, 67 44, 87 04, 07, 

ossia, in ogni caso, per 28. e. d. d. 

II. Teorema. — Se si indica col simbolo qp(N) U numero dei numeri 
primi con N e inferiori ad N, ed Ep = 2« (2«+i — 1) èun numero per- 
fetto, si ha 

cp(Ep) = Ep — 22«. 

Si ha intanto 



Ora è 
donde 



cp (Ep) = cp { 2« (2«+i — 1) } = 2<' (2« — 1). 

Ep = 22«+i - 2« = 22« + 9 (Ep) 
9(Ep) = Ep-22-. 



e. d. d. 



Corollario. — // numero dei numeri non primi con Ep ed infe' 
riori ad Ep è 22«. 

12. Teorema. — Il numero dei divisori di un numero perfetto 

Ep = 2«(2«+^ — 1) 
è dato rfa 2 (a + 1). 

Infatti, se un numero N, scomposto nei suoi fattori primi, è 

N = a°^ 6° , 

il numero dei suoi divisori è 

(m + l)(M + l).... 

Ora, nel nostro caso, si ha 

Ep = 2«p, 

quindi il numero dei suoi divisori è dato da 

2(a + l). c.d.d. 

13. Teorema. — Un numero perfetto E,, = 2« (2«+i — 1) si può scom- 
porre nella differenza dei quadrati di due numeri interi sempre e sol- 
tanto in OL — 1 modi diìifirai, (*) 

Dato mi numero perfetto Ep, scomponiamolo nei suoi fattori primi, 
ed avremo 

Ep = 2-p, 



/ _ 



i*\ Per Ji ttioi'ia gerucrfile delìn Bcnmpoaixloitfl 4t un numeri^ In diflr«r»nìc« di due qiiidntfi 
ofr. Priif. Ah. MARI^ONf:: Ih qu<\nii * q^ì^nli uìùaìì nn Humtr^ iiUtro nia 4Ìi/frrtHBa dei quadi'aii ^* '"* 
intuii, * IL FHftgoi;i ^, anno Vili, a. 1,2. 




r 3 JJiJf 4 tfj^_f_ 
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Scriviamo ora di seguito in ordine crescente ì suoi 2(a-{-l) di- 
visori 

l,2,2»,....,2«,p,2p,2V......2«p. 

Possiamo allora scrivere le eguaglianze 

1 . 2« p = Ep 
2.2«->p=Ep 



2« p = Ep 



ossia 



2°p + l . 2«p--l\ /2«p + l 



+ 



)-^ 



2''p — 1 
2 



) = Ep 



'p-f2« , p — 2° 



)•( 



P + g" 



^)=E, 



donde 



(1) 



f-^)'-(5^r=EP 

Avremmo così trovato a-j-l scomposizioni diverse; osserviamo 
però che, volendo noi i quadrati di due interi, bisognerà, tra le (1), 
tralasciare tutte quelle corrispondenti a divisori dispari. 

Ora, dato Ep = 2**p, è evidente che di divisori dispari ce ne sono 
sempre e soltanto due, (1 e p); quindi, eliminando le due scomposizioni 
relative a questi divisori, rimangono a — 1 scomposizioni. e. d. d. 

Osservazione. — Dalle (1), osservando che la prima e l'ultima 
si devono trascurare come quelle che corrispondono a divisori dispari 
di Ep, si ha, semplificando 



(p+2«-2)a__(p_2«-2)a 



= E.> 



14. Teorema. — Ogìii numero perfetto è congruo ad 1 rispetto al 
modulo 3, 

Ep E 1 (mod. 3). 

Infatti, essendo 

Ep = 2«(2«+' — 1) 
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ti ove a è pari, m ha 

2« - 1 (mod. e) 

2-+1F2 (mori 3) 

2«+i ^ l E 1 (itioiL 3) 

Ep £ 2« (2'*+! — 1)21 {mod, 3). 



e. d. (1. 



15. Definizione, — Col nome di Numeri di MersÉunÉ sì intendono 
i valori che bisogna dare a p perchè T espressione 

2r' 1 

Bia un numero primo. I numeri di Mersenne finora conosciuU sono i 
nove seguenti 

p == 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61: 

io ho preBo a studiare là condizione necessaria e siiffieìente perchè 
un numero p sia numero di Mersenne, ed ecco i risultati ottenuti: 

Teokeha. — La condizione necessaria e sufficiente perchè un nu- 
mero delia forma 

2«— 1 

sia primo, è che esso divida il numero 

s^^-'-' + i. 

Sappiamo che condizione necessaria perchè 2** — 1 sìa primo è 
che ce sia primo: possiamo dunque sempre supporre a dispari (ii caso 
di a ^ 2 ci dà 2'* — ^ 1 =^ 3). In tal caso, si ha 

2T 2 (mod. 3) 
e quindi 

2- -" 1 ^ 1 {mod. 3), 

Abbiamo dunque che ogni numero primo della forma 

2« — l 
è pure della forma 

3A+L 

Ora, dalla teoria delle forme quadratiche, sappiamo che nn numem 
dispari «* i cui divisori primi sono della forma 3/i + 1* si PUÒ rappre- 
sentare mediante una forma di determinante 

D = — 3, 

e precisamente mediante una forma della classe rappresentabile colla 
ridotta 

Sappiamo di più che, quando tatti i p divisori primi del numero »» 
sono della forma 3ft+l, la congruenza 



(—3) (mod, m} 



(U 
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et alJHs p&rtes pieter hhs non ìmh&t m iatcgrum. Et ac^epto ^ de 6j seilleet o, 



1 



ìli 



faciunt 



Enranm du- 



et 5r I acilìcet 

sic: duplica 1, erunt 2; que dupHea 2, enmt 4: de quibus tolle 1, rGHìaneni B; 
qui numerila cum sit prìmus, hoc est, quc»d non babeat regutftni, multipHcR ipsum 
per ilimidium de suprascnptia 4; et sic habebis 6. Unde ai aliquem altum p«r- 
fectum numemm invetiire volu^ris^ duplicabia iterum 4, erutit 8 : de quibus lolle l, 
r^manebuot 7; qui numerus, cum non habeat regulam, nniltiplfcabis eum per di- 
inìdium de B^ videllcet p«r 4, erunt 28; qui ite rum perfectua eat, quia ania cab 

lectìs partibus equiparatur. Parte a tnim ìpaiaa aunt ^ ti ^ t o^ 

pMcabia 8^ faeiuut 16; de quibus, cum extrAbìtur 1^ remanetit 15; qui cum halieai 
regulam, duplicabta itonim 16, entnt 32; de quibua toUe 1, remanetit 31; qui nti- 
merus, cum ait siue regula, intiltìplicabis eunì per 16^ et habebis altum perfectum 
numeruiii, aciltcet 496; et aio aeiuper faciende, poterla in lufìnitum perfectoa tiu^ 
meroa reperire ^, 

Il Lthir Abhnci di Leonardo Piagno pubblicato da B, Boncompagai. Roma, 1857, 
pag. 283. 

(B). Nella prefazione dell'opera Cogitata Phffsko-mathematkm di Meraenne. ppb< 
blicata nel 1644, si legge ebe il numero 2p— 1 è primo per i soli valori aefuenti 
dì p non superiori a 257: 

1, 2, a, 5, 7, 13, 17, 19, 31. 67. 127, 257. 

11 ninnerò 67 è atato probabilmente scritto per errore invece di 61. Con questa 
coireEL{>tie, la proposizione sembra esaere eaatta ed è atata verificata per tutti i 
valori ài p ad eccezioDo dui aegueuti : 71, 101, 103, 107, 109, 127, 1^7, 1S9, 149. 
157, 163, 167, 173, 181, 193, 199, 927, 229, 241, 257. 

Ora, come può essere arrivato Meraenuc a questo risultato? E inauiinìsaibiìe 
che egli abbia atudiato ciascun cabo in particolare; quindi rimangono due eoli casi 
possibili: Mer^cnue conosceva dei teoremi cbe poi aeno andati perduti, od ha 
trovato quei numeri empiricamente. Il cbiarisaimo prof. W. W. Rouae-Ball, ntlb 
sua pregevole opera: KécréatiQnB €t pì'Mhnts mathémntiquea des iemps andini 
et mQém'm», esclude quest'ultimo caso, diuendolo a&aolutamente impos^iibile. h 
iuvece le ritt^ngo non solo possibile, ma anzJ probabile; potendosi, ad esempio, 
avere iatti \ numeri lasciati da Mersenue^ ed altri ancora, colla seguente regoli 
pratica da me trovata, ma la cui dimostrazione mi srui^ge: 

^ Percbè il numero 2^' — 1 sin primo è sufficiente cbe p sia primo di Ufls 
delle forme: 

p^=2 H- I quando a è potenza di 2; 



i 






2" -3 



quando « è primo; 

quando (x è pari, senza essere potenza di 2 ,« 
Si trovano cosi i numeri 1, 2, 3, 5, 7, 18, 17, 19, 31, 61. 127, 257, lOtl, 

4093 , di cui i primi dodici sono i numeri lasciati da Mersenne. I numeri 

perfetti Onora conosciuti sono quelli cbe corrispondono ai valori di pz 

p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61 

e preclaamente: 6, 28, 496, 8128, 335.50336, 

85898,69056, 13.74386.91328. 

2305.84300.81399,52128, 

26.58455,99 1 56.983 17.44654,6926 1 .59538,42176. 
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SOPRA L'EQUAZIONE CARATTERISTICA DEI GAS 



I. Si definisce generalmente una cosa affermando che essa soddisfa 
ad una sua proprietà speciale; e di preferenza si sceglie quella pro- 
prietà pili facile a comprendersi, o dalla quale più facilmente o nel 
modo pili generale possono dedursi le altre proprietà della cosa stu- 
diata. 

Fino ad ora, che almeno io sappia, sono stati definiti i cosi detti . 
gas perfetti mediante le ben note leggi di Boyle e di Gay Lussac; 
e soltanto il Meslin, osservando che nella equazione caratteristica che 
ne deriva figura una grandezza tj la quale viene poi definita me- 
diante Tequazione stessa, propose di definirli come quei corpi pei 
quali sono verificate le due relazioni 

essendo e il calorico specifico a volume costante. (*) 

Scopo di questa breve nota è di dimostrare, che si può con van- 
taggio partire da una definizione diversa. 

Ammesso che lo stato di un corpo sia definito in ogni istante dai 
valori dei parametri p, v, t (misurato quest'ultimo mediante un ter- 
mometro ed una scala convenzionale qualsiasi), affermato che la no- 
zione di quantità di calore è quella di una grandezza suscettibile di 
misura, la definizione dei due calorici specifici C e e (a pressione 
ed a volume costante) corrisponde a fatti sperimentali i di cui ele- 
menti sono egualmente e rigorosamente misurabili. 

Poiché Tesperienza indica, che nei corpi gassosi, entro certi limiti 
almeno, la differenza C — ce sensibilmente indipendente da;?, v, t cioè 
è una costante, e che tal fatto è così caratteristico per gli aeriformi, 
che vediamo il vapor di pirone (C^'H^®) dare per C — e io stesso 
valore dell'ossigeno e dell'azoto, (**) ci sembra che potremmo definire 
i gas come quei corpi pei quali è costante la differenza dei due calorici 
specifici, oltre una ipotesi di cui diremo in seguito. 

In quanto ai calorici specifici stessi l'esperienze (su composti esplo- 
sivi) di Berthelot per temperature molto alte, e quelle di Witkoski 
per temperature molto basse, hanno provato che, in un largo inter- 
vallo di temperatura, C, almeno, è funzione della temperatura stessa. 
Il nostro Lussana (***) ha inoltre dimostrato che C è funzione anche 



(*) Journal de Phyaiqtt», 18S5, pag. 132. 

(**) YAMTHorr. U^ona de Chimie PAy«i9M«, trad. Corvisy. Paris, Hermann, 1900, p. 3*. pag. 58. 

^«H») LUBSAITA, Nuovo Cimento, 1892-'98. 
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della pmHSÌoiif ; quindi a voler trattare il probknui irt inoJo geumH^ 
bisogtierobljo coiisiilerare C e f' eoiiit^ furiziùtu di due quakiìque fnt le i 
tre vari al ti li p, f\ t. ^É 

2. Heiì/Ai introdurr*^ per ora alcuim liniitaziono, abbinino dal primo " 
principio dèlia termodiiianuca ciò la quHatitu di calore i 

flQ ^ iiV -ir Apth m 

^coii A=;|^j: od anela?, [»er una trasfoniiazionc elcmeutare %ifr» ■ 

ed a meno d'intìniteaiinì d ordine superiore, essendo T la tcmtperatura, 



tlQ : 



Avremo quindi 






òr 



àT 



\ oc 



'M'ì^^'i'^j^^^; 



e poidiè neir ipotesi che lo forxe della natnra siano cculrali la va- 
riazione dì] dell'energia interna del corpo e rm difforenziale e^ttoj 
dovrà essere: 



da cui: 



\ Òp d V ÒV òp ) ' f" ^ - ' '^^ hp Ò€ ~ '^ ' 



(1) 



Ter il secondo priiieipiu della termodinamica e un differenziale ' 
esatto lespressioiie 

rfQ òT , . e 9T 



e quindi 



r=T^'^'+TJ^*^^' 



sviluppando questa egnaglianza, si lia 

\òp i)ti ùr òp)'^^^ ^K^pòv T òp òv~^* 

Ad una qualunque della (l)e(2)si può sostituire requazione die 
8Ì ricava sottraendo la seconda dalla prima; si ha eoe 



m 






m 



la quale, sotto fornnx un po' diversa ed a parte la dimostrazione, è la 
ben nota equazione dovuta al CÌmisiuH['^) vera qiiaìttnqtie skno li' ftm- 
tìonì C e e. Se fosse conosciuta la natura della funzione C — r, riii- 
tegrazione della (8) ci guiderebbe a determinare Tequazione caratte- 
rist/cj* del corpo. 



/# ] X^*^''*' "'*'^* '^*^ ^* CAuf^wr, Irati. Falle. Kàn. lèOtt* pAg. 303, tt^lx. IBb'H, |iig, 2;^^ 
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3. Poniara© ora la condizione: 



dC_ òT 

dp dV 



ÒV òp 



e scriviamo Taltra che C- 
l'equazione di Mayer 

allora le (1), (3), divengono 



- e è una costante s< 
C— •c = AR; 



ò'T 



1 



dpdo R ' 

^^ dp òo ^' 

mentre la (2) evidentemente si riduce anch'essa 
dovrà dunque soddisfare alla (6) ed alla (7). 
Possiamo allora dimostrare il seguente 
Teorema. — Se in un corpo la differenza dei ca 

C — c = AR, 

e i calorici specifici stessi sono funzioni della td 
caratteristica del corpo è 

RT = (p + «)(^ + ò) 
con a (? b costanti. 

Infatti, la (4) diviene, essendo C e e funzioni 



òC òT òT 
(>T òp òv 



àc_ dT_ òT^ 
òT dp òv 



dT dT J 
' òp òv ò\ 



si potranno dunque applicare le (6) e (7). 
Integrando la (6) si avrà subito 

con F e f funzioni soltanto di p e di r, e con 
quest'equazione rispetto a p e i' 



It 



R 



òT 
òp 
dT 
òv 



,òF 

, 'V 
-P + Jv' 



sostituendo questi valori nella (7), si vede cL 
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e poiché F e f sona indipeudeiitì luna dallaltraf si avranno le tre] 
equazioni 

la terza dovendo necessariamente esser soddisfatta dalle altre due» 
Infatti se ne ricava 

F^bp, f=av, 
B = iib: 




quindi Tequazione cercata resulta essere 

RT ^^pv -j- av -\-hp-\- tìfò, 
oppure 

ìn! = ip + a){u + hl 

Mentre T nella (6) è la temperatura misurata in un modo qua- 
lunque, nella (7) è invece la temperatura assoluta, Per non fare circoli 
viziosi la definiremo con W* Tliomson mediante la funzione di Camot 
chiameremo perciò zero assoluto la temperatura alla quale il calore 
si trasforma integralmente ìu lavoro. Nella (9) la T indica dunque! 
temperatura assoluta. Reciprocamente dimostreremo che; 

Se VequaiimiG earaUerktica di un corpo è 



% 



RT = {p + ci)C(^ + 6) 



m) 



t>£? 



con a tì b costanti^ è pur costante la differènza dei suoi calorici specìfi^^. 
e questi smto funzioni della temperatura. I 

Se si ricavano infatti dalla (9) i valori di ^z— , *r- * e fii sostituiscono 

, àp 

nell'equazione generale (8) se ne ottiene 

È dunque costante la differenza dei due calorici specifici: possiamo 
allora porre nella (1) questo valore, insieme al valore di — — - 

per la (8) è uguale a ^, e ne risulta allora la (4), 

Questa formola ci servirà a dimostrare che C e f^ sono funzioni 
della temperatura. Infatti, dalla (5) abbiamo subito 

oc òC 
òv ^ òv ' 
e perciò la (4) diviene 

òC òT rìC rìT 



dp òv òv Òp 



= D, 
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ossia 



Ponendo 



l'equazione precedente si trasforma nell'altra 

òC_ dC 
^ dx '^y òy' 

la di cui integi'azione darà 

C = /*(.ry)=/'(T); 



così anche si avrà 



^=;^(T). 



L'esperienza dimostra che soltanto i gas soddisfano alla (5); e 
quindi soltanto per i gas valgono le conseguenze che precedono. 

4. Notiamo ora, che volendo considerare G e e come due funzioni 
qualsivoglia, purché capaci di soddisfare alla sola (4), si ricaverà 
dalla (2) qualunque sia la differenza C — e, l'equazione 



T <^T 



()T òT 



dpòO òp ÒV 



= 0; 



questa, ponendo dapprima -^=f2, darà — r — - 



òlogT . , , 

dp -'•"•- ;>v ^^: integrando 

dunque una prima volta e poi una seconda, si trova T =f(v)F{p), 
Quindi, anche nella ipotesi di C e e qualunque, purché la (4) sia sod- 
disfatta resulta per T la forma caratteristica del prodotto di due 
funzioni, una del volume l'altra della pressione. 

Se ne conclude, che pur assoggettando le tre funzioni C, e, T a 
soddisfare solamente alla (4) senza porre altra condizione intorno alla 
loro natura, siamo pur sempre lontani dalla forma 

{i> + cp(«,.,T)}(.-6)=KT, 

la quale, secondo gli studi sperimentali del prof. Battelli, dovrebbe, 
forse, essere quella della equazione caratteristica dei gas. (*) 
5. Se 

a = b = 0, 

l'espressione (9) precedente dà l'equazione dei gas detti perfetti. Questi 
sono dunque definiti dalle tre condizioni: C — c = cost; C e e funzioni 
soltanto di T, e dalla legge di Boyle che riduce appunto a zero le 
costanti a e 6. La legge di Gay Lussac segue dalla (9). 



(*) V. Battelli, Sulla Ugge di Boyle etc. "Nuovo Cimento, 1901; (V), t. I, pag. 111. 
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E poiché la (I) neliti ipotesi clie l- e e siano fiinzioiii ili T può 
scrivei-si 

òp OD 



.T " + (^^-'')<V^. = ^' 



si vede clie per oasere C — (j^cost, e ;>tì = RT, per ricavare l'equa- 
zione iii Mayer, non c'è bisogno di supporrò C e e costanti come si 
fa di solito nei trattati. (*) 

Se a^iì si Irn. a parto il 8cgno di h, la forinola dì Biidde (**) 

Finalmente, con neh qnftkiaai, la forma della (0) ricorda la ce- 
lebre forniola di Van der Waab, la quale è del tipo della (9) pereliò 
pu& scriversi 

oBsia soddisfa alla (U) sensta però soddisfare alla (7). 

6. Calcoliamo ora Ìl valore dell'energia internali quale risulterebbe 
dalia {\^). La fi\] può metter sii sotto la forma: 



òv 
sostituendo e integrando 



ma dalla (^t) 



òv 



ìl 



u^Aar+/nrr. 



(11) 



Quindi: se fi==0{gas perfetti e formola di Budde), «ruc/i^ guamio e 
P funzione di T, V energia interna è funzione della (emper(ttura, (***) 

7, Se T rimano costante, per ciò che riguarda le funzioni C e e. 
si ha, in un pnnto della superficie f{p, r/T)^0, secondo Clausius; 



e quindi per le {\}) e (5) sarà: 






òp ùp 
J>c_ _ 50 _ 



[**) Vfidl td OS. Poì5CAh£, Thirmod^natniqttt. Fajì»^ Cure iSìfi^ | A5. 
1**) Ci tato il*l Vaii't Hoff, :«£'. n^* ptg. S, 
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Questo resultato non dimostra già, come per i gas perfetti hanno 
supposto alcuni, (*) che C e e siano indipendenti da p e da t?, e quindi 
costanti assolutamente: ma soltanto che in questo caso C e e non 
dipendono dai valori che p ^ v prendono lungo una isoterma della super- 
ficie (9). Perciò Clausius, dopo avere stabilito le formole precedenti per 
i gas perfetti avverte, che con questo i due calorici specifici possono 
essere funzioni della temperatura. Il resultato ora ottenuto è del resto 
implicito neir ipotesi da cui siamo partiti, e dovevamo naturalmente 
ritrovarlo. 

8. Cerchiamo ora un significato razionale per le costanti a e h. 

Allo zero assoluto dovrà esser nullo l'uno o l'altro dei due fattori 

Osserviamo dapprima che l'omogeneità del secondo membro della 
formola (9), esige che a sia una pressione e 6 un volume; o in altra pa- 
rola i suoi termini, come quelli di funzioni analoghe che contengano il 
termine pv^ devono ridursi a prodotti di una pressione per un volume; 
essere cioè di dimensioni ML*r"% che sono quelle di un lavoro od 
energia. 

Senza insistere di più, per il momento almeno, su questo punto, è 
facile vedere, riguardo ai due fattori precedenti, come supporre nullo 
il primo, e quindi a negativo, equivale a dire che il gas offre ad ogni 
pressione una repulsione costante a così da non subirne che la parte 
p — a\ e questo parrà assai strano. Rimane da fare b negativo, ed 
ammettere che allo zero assoluto v=h\ che cioè il volume del gas si 
riduca allora ad una quantità costante 6, la quale può dirsi il residuo 
materiale {covolume) quando l'energia è cessata; ossia lo spazio effet- 
tivamente occupato dalla materia. 

Allo zero assoluto la (11) ci dà allora: 

Uo = Aaè. 

Dunque il corpo non possiede, come insieme, più alcuna energia e2) = 0; 
rimane solamente una quantità costante dovuta al suo covolume, ed 
alla quantità a che è una pressione. Infatti poiché 

EUo 

a = -^, 

questa grandezza avrà per dimensioni, essendo EUo misurato in chi- 
logrammetri 

-^^jT— = ML-'T-^ 
Questa pressione a, che aumenta costantemente la pressione eser- 



(*) Per es.: il prof. Donnini in alcune delle sue memorie, e molti trattati. 
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citata clairestorno sulla massa gassosa, non può attribnirsl se non alle 
forze agenti fra le parti de;! corpOj ossia alle sue forze interne. 

Dalla tlefinizionej fondata snUesperienza, che noi abbiamo data dei 
gas, segue dunque chiaramente che: " nell'equazione caratteristica 
" ordinaria è lecito aumentare la pressione esteniadi una quantità, che 
"* dobbiamo attribuire alle for?,e interne del ^a^, e si deve dimimiire il 
"" volume di un'altra quantità, ciie supponiamo rappresentare lo spazio 
"* occupato dal gas quando ogni sua manifestazione esterna è cessata ,, 
L'introduzione di due grandezze, che è J'ifuportaute modiiìeazioue 
portata da Van der Waals nel l'equazione caratteristica dei gas per- 
fetti, ci appare dunque come neresAarla conseguenza dei priucipii della 
termodinamica, poiché la (9^ è respressìoue piìi generale di una fun- 
zione che soddisfa iu pari tempo alla (6) e alla (7); rimane soltanto 
ipotetico il significato di cf e di & cercato naturalmente in accordo 
alle teorie generali sulla materia. Pci'o il dover supporre che la somma 
delle forz:e interne a rimane la stessa comunque varii il volume del 
gas, ci avverte della insufficienza dell' ipotesi da cui siamo partiti. 

Tale è il resultato, a cui giungiamo partendo dalla nostra defi- 
nizione. Non presenterebbe poi alcuna difficoltà il dedurre dalla (9) 
una serie di conseguenze parallele a quelle che si traggono dalla 
pv^HT: le quali non avrebbero però altro vantaggio che d*iutro- 
durre dei termini di correzione alle formolo già note. 

Ma queste correzioni non avrebbero grande iujportanza; la (9) seb- 
bene dedotta senza l'aiuto d'ipotesi particolari, e piii prossima ai gnè 
reali di quella solita dei gas perfetti, è ancora assai lontana dal rap- 
presentarli. 

Intanto, bisognerebbe determinare i valori di a e dì h per ogni 
gasj deducendoli dal l'esperi enze sulla leggo di Boy le. Detti Q;, r), (pv% 
{p" v") i valori della pressione e del volume in questo caso, il secondo 
membro della (9) darà; 

pv —pv — n (r — v) -ri^ip — p) 
pv — p'v" = a (r " — v) -\- b (p — p") 

da cui a e 6, quali medie dei valori dati da ogni gruppo di tre espe- 
rienze. Avuto a e bf si troverà R^ e quindi E, e cosi via potrenuìio 

n 

andare svolgendo considerazioni SU — , sulla legge di Dulong e Petit, 

(la quale è pur conservata colia nuova definizione, coni* è facile ve- 
dere) sulla ditfereuza fra il coefficiente di dilatazione e quello di pres- 
sione, sulla perdita di calore u (v' ^ t>) quando il gas si dilata dal 
volume V al volume Vj senza fare lavoro esterno, etc. ma di lieve 
momento e non conformi all'indole del giornale. 

Esamineremo invece, in una prossima nota, l'argomento da un 
punto di vista alquanto diverso da quello da cui siamo partiti, 

iliNALDO Pitoni. 
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mmmi k radici in progressione aritmetica 



Sia 



Le considera zionì seguenti riguardano le equazioni di grado n ad 
una ineognitat t^d a radici in progressione aritmetica. 

t 

La forma generale di una equazione di grado ti essendo, come è 
noto, 

x" + Aia-"-^ + Atx'^-^+.., + A.-,i' + A„ = 0, 

ini propongo di stabilire una espressione generale che dia i coeffi- 
cienti Al Aa , , , Ai, quando detta equazione abbia per radici i valori 

ri, a + d, a + 2d, , . . a + (il ^ 2) d, a + (n - 1} d. 

Si consideri a tal fine il coefficiente A k; esso è eguale alla somma 
delle cum binaci Olii prò ti otti k r k degli elementi 

(a + Orf) , (a + d) , ia + 2d}...Ì^^in-l)dl 
(a + Sgd) . {a + s^d) . . . (a + S),d) 

nna dì tali combinazioni prodotti nelle quali Si 5» ,., sf^ rappresentano 
evidentemente A* numeri della serie 0,1^2,3. ..(« — 1). Per sviluppare 
questo prodotto possiamo eseguire i prodotti di A' fattori» cbe si otten- 
gono prendendo un fattore in ciascun bìuomìOf in tutti i modi possi- 
bili e sommando tali prodotti parziali, Prendiamo dapprima l'elementoa 
in ciascun binomio, otterremo allora il prodotto parziale 

ove Pu=l^ 

In seguito si prenda il termine a in tutti i binomi eccetto uno, 
ed il termine in d nel binomio in cui non si è presa la cr, e ciò in 
tutti i modi possibili, avremo così l'altro prodotto parziale 

Via^'-'d 

nel quale Pi — (.^i -\-s^ 4- - * + ^kì. 

Operando in modo analogo, si avrà successivamente: 

P,a^-M* 
Paa^-^rf» 



Pk<^ 
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Il 



ove Paj Fa . . ♦ Pk rappresentano rispetti vfirnen te la soinitia dei prodotti 
eoiiibi nazioni 2 a 2, 3 fi 3, _ . A a k dei Ar elementi Si s^ ^ . .^k- 
Indicando con il simbolo 



2 P\CjB, a,j,.,^,^ } 



la somma delle eouìbitmzioin prodotti Xa X dei numeri ^t^s^^St^ 

avremo; 

p ^j( ^_ V p fa , \ a^ — n^ 



P.a'-'(f = 



= :sp{cv, 



I «g.-i^h/ ' 



(/ 






^ 2 P {C,^, g, 



..AÌ 'i* 



[«1 



Ma la e ombi inizi Olle prodotto 

(a + Sirf) . (a + sirf) - . . (a + «it<Ì) 
è uguale alla somma delle fot] oiiile potremo pone 






E se poi nelle foi'mule ora stabilite poniamo sìI luogo degli elenienb 
Si Bs, , * s^ miecegsivRmente gli elementi che formano oiascuna delle nt 
combinazioni die si ottengono con i numeri 0, 1, 2 . . , i* — 1 e som- 
miamo i risnltati, otterremo evidentemente un polinomio completo 
in fi ed in d il quale sarà Tespressione cercata del eoefOeìente Ai 
appartenente mi una equazione a ladici in progressione aritmeticìi, 
a essendo il pritno termine di questa progressione aritmetica, e (/ 
la ragione, 

E possibile, per altro, ottenere nna espressione più completa dtìllii 
precedente^ per mezzo del teorema elie segue: 

Teorema. — La somma delle combinazioni prodotti X a a eseguite 
sopra i k elementi di ciascuna delle combinazioni k a k dì n elementi 
dati, è ngnale alla somma delle combinazioni prodotti X a a eseguite 
sopra gli n elementi dati, moltiplicata per il numero ^'^"^Vfn-ki. 

Si abbiano n elementi e se ne facciano le combinazioni A' a k, 
indi su ciascuna di queste combinazioni A a A si eseguiscono le com- 
binazioni X a X, avremo in tal modo un numero di combinazioni À a a 
dato da 



n{n-ì){n-2]{n-S)..An-k+ì) ,^ kik-ììik 



-2)...{i^X+ÌÌ 



n{H-ì)in--2)..4n^k + l).k.{k — m — 2).,,ik- 



1) 






per essere k ^ 1. 
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Moltiplicando ambo i termini per 
(«— jfc)!(n — X){n — X — l)...(/t-\+l)MOi-l) 
si ottiene facilmente 

n{n—\ )(n-2), , . {n—X+ì ) ju—l) f ;/ — À— 1) . . . {{n- 
X! ^ (u~k 

Notando che le combinazioni k fi k sono sii 
ciascun elemento, potremo asserire che se una 
a X eseguita sopra di esse combinazioni k a A' vi 
numero di volte, Io stesso numero di volte dovri 
scuna delle altre combinazioni X a X, pertanto n 
ciascuna combinazione ripetuta (n — X)(„-k) voli 
queste combinazioni prodotti sarà (n — X)(„-k) 
combinazioni prodotti X a X degli n elementi 
combinazione una sol volta come avviene qnan 
gli n elementi dati. 

Ripresa la formula 

in essa il coefficiente 

S P jC(8l82...Sk)x} 

sostituendo alla combinazione f.iS2,..s\, le rim 
a k degli elementi 0, 1,2...(;« — 1) diviene: 

e per il teorema ora dimostrato 

^"-'•^n-k;SP(C(0.].2...{n-l)); 

ovvero, poiché l'elemento a annulla le combii 
può omettersi, si avrà più semplicemente: 

<"-^-)(„-k)SP{C(.,2...n--l),] 

Sostituendo questo risultato nella [^] otten 

S("-^-)(„-k)SP{C(l,2...(n-l)),}f 

da cui dando a X successivamente i valori 0, 
polinomio che sarà l'espressione cercata. 
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Mi PERIODICO ni MATEMATICA. 

Abbiamo dunque: 



A, = 2<— ''),„-k,SP{C:i.... („-r:,}ak-'rf' 



E per conseguenza l'equazione di gindo », la quale ammette n 
radici in progreseione aiitmeticn, rappresentata da 

Aa" -\- A,a-''-^ + A,x'^-^ + ... + Au-ix + A.. = 

avrà nei suoi coefficienti i valori 

A» = X'-*',, 2P{C,i.a.„;«-i„,} ao-^ rf^ 

A. = Ì"-^ ,„-l, 2P{C(l,5.,. n-Di^a'-^d* 



A,,^i=: i -^ ^ SP {Cri,2...(n-r.i,} «"-^-^ d' 



ricordando ohe i//*>=^l ed ji',*^0 per s>i«4*) 



i,*'> Fi>8i»(»[io aversi e«ii flptdltezzA ì val^ai t di 



:-p(co.«..*fit-nu/ 



CPU una regola dedolU iIaII» oiuaeETnziuui} ftegubtite; 

"Le combuiHxiDiii di II flltaiufinti k jl k pit^tmia <»tl«r>cr»i fatando dA|»priinii le e oiu fa in a S^finNì 
n~ì vleaìenri k i\ k, pi^l lo coruLijfìaz.iofrì dcij^lì ittiuftl n^ I elfriueiitl & J^— ] ■ J(r — 1 ed Ditieaib * 
eiABciiiiA (li queste iiHhue cQinbidi»Ei«iki |'mu«> «titiiiouta coiiBiddrÀto ». 

Entiitti 4}]40V«u^a lu t^iì idoda lì ùlteii|foiici CDuiliMtatiOfit ttiitfl divftrao^ giftcehè le pnuift com- 
bltiHzioni (f«'g]Ì M — 1 «leni«ritì Jt a Jt nbiiit cerljiuii'iite tjivtrae Ir^ loro, o diverau fra \o%o n tljtlJe 
pre^flilfjiili uùtuì q[uelL« aH« ni oileiiiEono oHgìt n — l akoH^iiti ii ji? — 1 «« Jl- -- U 

Hu 4 cÌHftCìitit ii)i qùdÉto iiltJDju tiijQ]!bliiM;£Ìc^j]i i]r>lniii& l'i^Leiiieiito ii'^l'* non colisi de rat o, cb e diftiinii» 'jì, 
otteff^iua jiltraltAiita tfombiiinzhaji k sl k tilt la panmti^iiu diriir^é fra loro, p diille pr^éeduiiU, le 

[tfci^ tf4olt]'« elio nvru ili tal iiiàiii«iA tutta ]u eooibiiiixioat de^lì n sleirieikt} Jt & k. Uìtn\\\ ^ 
rmubiiinsf.jotit degb n^l tileiiiisiitj jI M i: flouù In rtiiuiiìifi flì 

H — l I I* — 2 .,,(« — fri 



9 quelle degli «^ 1 elifiinsjiti a 4*~T a ** — l i>litì divimgouù eùmbitmicifini k * Jl- quaglici ìli «f 
mufloi ]« le HI IMI Lo a a 0114.»: 

.4r-l^! 
Bommando ai Dittane: 

wm — 1 <r - a; . . . <« — t-f-lì 



-^ *fii* 



^^iì diliiiì^i^ S'J ulemisnii 
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II. 



Formule risolutive. — Il coefficiente 

Ai=»n-;.)(„_,)SP^C(1.2...(n-l;);.}^( 



X^O 



è un polinomio completo di primo grado in a o 
Per il valore di X se ne ottiene il termine 



onde avremo 
Il coefficiente 



lr(C(l,2...(n-l)h/ d= p — 



, nfn — 1) ^ . 

na-\ ò d = — Al , 



A« = 2;^»-^-W2) 2 P (Cd. 2.. .(«-!));) 



sarà un polinomio di secondo grado rispetto 
cui il primo termine sarà, per X = 0, 



t?(n -2)a^ = ó rt^ 



volendone la somma delle combinazioni prodotti A; a X:, se indichia i 
la somma delle combinazioni prodotti di n — 1 di quegli element 
somma delle combinazioni prodotti degli stessi n— 1 elementi k a I 

Sk =S'^_^ . a»-f C'k 

essendo a* l'elemento non considerato nelle somme S*. Pertanto i 
qualunque degli elementi dati, e poi l'elemento già considerato ed 
fino ad esaurire tutti gli elementi dati, e facciamo successivamente A ■■ 
seguente : 

1 (1 . a.j) 

1 (a^^-fl.Ojì (l.aj.ag) 

1 («'8+ " «+ *»'l'' (("-2+ "'1^ "13+ «'1 • «',) 



ove nelle successive linee orizzontali si ha la somma delle comb i 
dei due elementi a»^, a»^ dei tre elementi a-^ a-^ <>^3**- ^ finali i 
elementi a-^ a*^...af^^ k a le, essendo I; = 0, 1, 2 .. .n nelle succo 
destra. Abbiamo cioè il triangolo seguente: 

1 

1 ai 
1 as 03 
1 U4 ab o/ù 

in cui ciascuna delle a è uguale al prodotto di uno degli elemen 
considerato, per il primo numero cbe gli h a sinistra superiorme: 
immediatamente al di sopra. Ad esempio: 

«5 SB as . as 4" ^3. 




Mi PERIODICO m «ATEMATIC^. 

Abbiamo dunque; 

E per coìisaguetiza Tequazioue dì grado 71, la quale ammette n 
radiai in progressione arìtmeticB, rappresentata da 

Aqx" + Aia-'*-' 4- Asx'»-^ + . • • + Aii-ijr + A^ = 
avrà liei suoi coeftìclenti i valori 

A, - h'^-^ ZP {Cxi , ..;n^in,) ^-' d^ 

Ai = 2f«-^\„-ij SP/Qi..... n-iì^a^-^rf^ 

A. = Ì; "-^-S P {C,,.a -1 ;}a"-^ d^ 

ricordando cbe ^/?o=^l ed 111^ = per s>f^L(*) 



«1 Ponzatiti Avarili con »|>ijdttejt:zii I viiTaii d\ 



^^{<^o.^...i^-m} 



eoM unii r^goH dtdoHii duLlR ou(«miiitJU& fie^nenti*: 

" Lu rLimbiimxioni da >i alomenli k a k pot^nm^ù ntlQuerai fft^feudci dA|)pi'ìniA le o<»lubfn[AKionÌ di 
I* ~ l eLcuietitl k A JL-, |4k«i le comblnnjÈlotiL rleiill «tàs^j m^ -* 1 «leìuuiiti & A' — I 1^ A: — l <*<] on^a^Q « 
04(19 cu 11» dì (|ii«iii« iiUiiuQ coiivbiiuuMfiin I'h»"^ uleiDonto couBÌ.d«rjito ^. 

ItiTiìttl tj periti] da III Ul iiioilo s| altaugoiiiD c0i]iùii)B£liih4 tutta diverafi; yiftccbè la pniud tntfi* 
blnu/joni dvgM m — ì tuinnnsutì k h k aùhu ci9r(J!im«'iit<i ili veri.» frA Loro, « dj verse frft loro v ttiU« 
pree«ii«iirt soua quelle die M ottundono detgji h — 1 olemuniì uh— l^k—l* 

8&* ci^BCunKdiqufliU uUìtuii' cumbmniiiioJii udìmiiu^ relemmiii:» «""non considorato» ffbedir#in«cr. 
otterremo aftretUiitQ eomliHKiks^Jonì h n k tilitu pRdiiieniii difvr*» fril lorO, « iJulU pretudriiti Ì9 
quali non eoDteribVniio Lflenienbo a, 

IH co Ilio Li re eh« avrò in tal tu a ni e m tiit;t« lu tombimtxioni degli «r eledieiitl Jb «. Jb, liifaUs )* 
fO in bill aironi lìe^li m ^ 1 eleiikeiitt k w,. k ioiio in nnnioi a di 

"^ nSTr ^ 

9 qualle dogU m — l eiemeotj a i — l ■ k — ì (ebo diTfMif ono eoliiÌisUa£i«Ui k ft 4' quandi TJ i* 
mttixa ]'ttl«meiao a) noiiu: 

Cu - l w — gj.. .IH ^ fe + l) 

•ytitaianilo ni aUiene: 

«fw — lK*i — S) ...(« — ;t 4- 1^ 



^iti dMflq"* «'^ «^J™»»* 
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II. 



Formule risolutive, — Il coefficiente 



è un polinoinio completo di primo grado in a ed in d. 

Per il valore di X se ne ottiene il termine na. Per X = l si ha: 



onde avremo 






ì ^'^^— 1) T t 



U] 



II coefScìente 

sarà un poìinomio di secondo grado rispetto alle Bteaae IeE:tere, di 
cui il primo termine sarà, per X = 0, 



Ttilendoun In i»ummi (ìtsUe con]biikii£tDDL pccdotti k ti k, su JiidlcLiAmo ron ^i^ tal Bonima, tvìi ^\„i 
in eoiijum dalle i^oiubLimxioiM pi'odotli dì h — 1 dE quagli Blamcinti » i- ™ 1 a Jtf — 1 e eoa ^\ iji 
aotiiiua d«Lle DiinabinazJoni prùdiitti dagli atttBii H—l ciompi]!! i- m A- arramo: 

Sk ^ S'^_^ . tì*4-C't 

eMenda 4- rtileraento noD floniidiiivt:» nei te HomniM S\ ForLinLo sa coiiiini:iatiit> aùl prtiiidere uito 
ciuhiuiii^aa lìfli^ili elaniaiiti dati, & poi l'alanieiiLc gìk cDn^idQraio «d pn nhro, o troit buccfflfllvnmanta 
tino ad aiìBurire tuUi gli elemcimi ìIaiI, e fRCCiamo Miiiccea9ÌTniueiite il- = 0. 1^ 2 . ^ . h aviéuif} il quadro 

1 fl.».j) 

* ' *'» + " »+ " 1 ' t * ^' 3 + "^i * "-a + "'i ' " '%) 

ora nklla sueeaBHive liiiae odzfotiUU sì hit la fioiiuim delle combina ilo ni k a h dall'eie mento (tfji 
tiei due aleuiaiiti a^ . at^ dai tra alamanti a<. «'„ a» ...a fiiiaJEDCiita betrultrmi b basso degli 
elsmi-pti u , fi'^ , .. jj^^t k n A:, aegendo Jt - 1>. h S« .^n nella sucrasAirb liiiflu vartJi:;ili da filniiiirìi a 
deiitia. AbiHJiuio eioL- il triittigù^o Hv^^uonlti: 

1 

1 ai 

1 «4 U£ Ud 

in eul ejancuna dellf a 'a ti^unlo ni pri3dtiUù di uno dvgll «lattiantì dati at. aka nari ai Hift ttncarn 
p(i]iBidei'fitu, par il pniiìo inumerò kÌìiì gii k a siniMni superi ormaste, j^nmentilo dal nuniiaro che è 
imniad^AlaiuiMito ni di boju'a. Ad e^seiupio: 

fti ^= «a d fià H- oa. 
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Per X = l 



1 vni \ j n{n — ì Y 



F«r i rtQiQdi'i 1, 2, a. .. f« 


KLÉiiiBriU 




II 




1 




ì, 2 




1,2.» 




]. 2. a. ♦ 




1, a, 3.4.5 








Jt -- 3 h = i 











ì 1 








l H 




tJ 




1 11 




11 


« 


1 to 




tih 


fiO 21 


1 15 




e:> 


235 2T* Ul 


ovidenti? forn 


re 


i eocni 


rkluU di Ttn.T vqUAKÌutlO 



L« «ttfsut regnla pciù eome ò ei'ident« fontiro i eofìUlrkinU di rtn.i vquAKÌutio di eiii imho d^tp 
1« rftUlfi. K |>er età eìi« |ii cc^de iti poir^ ^oriulud^rtì Mnpai a clic: 

* D^U uilA tqilASlono dJ i^rAda u, tùn il jprlixio cnelflcienifl eyndfi allm unilA 

xit -- AiJf"-^ + Atr^-- ... ^1: A ft = 

Ir qunlo «mmvltk 1» ntdl«j //i /ttr^^/fn* In cijnEitieini» db gradu » -|- 1 in qnt\\t nmmeUji l« ftlfm» 
t'Atlici ih ^s.~./ta pili 11 ti 'alt rn radicn ft^^^^ 9«rà del}» rariiia 

J-^M - U, + ^„+, ) ;rn -f. (A, -j- A-^,»+, )x« -^ . .± lAn /f..4^I ) - O 

hi cui C'h^Éuno dei ttntfioitniì èilnio dftllm ftomnixt, dal toolScictitfi dello it«i9« poaltt nellft itrtnai^niie 
«Il grada h^ Aiim«iiULo del pr^doltn del Éc^sfRu^aiits prcecdefiie in <|ii«i9tj| «Iciasa sqtia sci olia per !• 
iitiovn indice jpf„_Li ,. 

QiiesiiA v«ritIiL ai dinn^atia. per nìiro^ IhdìpeitdBniAiueiiltf djm« e«i»id«i'i£ìi]iit pieetdenii, aiAitì 
ai'BipUcfiuieiite [io iti e h«mu" = 

H\ nbbtA ani ci|ii«£tDii4f ùì gf*éo n eìj« «ifimetu lo rJiiljei /^i ^'^.,./ln< tmm: 

jf - A< jf»-^ + Aa,c" . , . ± Ad = iJ^ - /M U - fi\ ...ir — /•) 
M etiti ttltemida l'uno b l'ulLt'o idetiiLro p(»r (x ^ /ii^^^i } ai uttarrÀ: 

,||+l_(Ai+/^,_t^*=1'^-lA*+A^/^^^}i:^-^..± tA,t + A,^_ì>r„^tM2:A«//^^l = 
- U - /?il tx - /i^ì . _ 1* - //n) C^ - fi^^i) 

ed Jip]>fcrjaee dftl Mevi>tid(i ptuiutfro e|i6 r«t|aa£Lur)i) 

P*t"^' -j- Pur" 4- Pax"-^ , - - + P„^i 

P^^ii Pi-Ai + i-//„_^n Pa = As + Al./r„^l-,.Ptt^-l-AB/f«^.l 

AmiUfittc lo iftdicl ddl'isinizlono di ^rjido n che ha. |M»r f!o«fHeiiSihU Ai As..^Afi u di \nh Aii.iin«U* 
In rAdkee f^^f % . 

Ad «««(iipìtii, volendo )« «quali otte» elio xiunietu ]« rudi ci 



fti o>tHait0 fjieiliu4rite 
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-È 
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u 
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2hA 
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2*1 

il 




S49 

il 


44 
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« Ix B^iiAzèOiio t'iclijfatn «ara 



2li* + :l:paj{Si^ 243^ - 34&à:+ 4* = 0, 
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finalmente il terzo termine è dato, per X = 2, da 

^>-^'^=\ i 6 

n(«-l)( 



SP{ 



ra,2../n-i: 



Si ha quindi T eguaglianza 



n(« — 1) 



2 



ad- 



M(n--l)(;i — 2)(:l. 
24 



la quale insieme alla [1] fornisce nn sistema di di 
si può dedurre il valore di a e di rf in funzioim 
ed As e del grado n di una qualsiasi equazione le 
progressione aritmetica. Avuto un termine estreii 
si può costruire la progressione di cui i termini = 
equazione proposta. 

Risolvendo il nistema 



na -\- 



n\n- 



•1) 



-A, 



2 " + 2 '"^^ 



»(»— l)(;i-2)( 
'J4 



si ottiene: 



n r ir — 1 

n(» — 1)(/+2A, 

a = — r^ . 

In 

E indifferente prendere per d il segno super 
ogni caso si ottiene per a il valore di un termii 
gressione aritmetica. Considerando soltanto il pi 
stabilire le seguenti formule risolutive per una 
che ammetta radici in progressione aritmetica: 

2 i/;r(n--l)AV — f)«/ 



d 



z 1 

=+»!' 



ir — 1 



_ _ Al \ h^(n — U'-^Ai^ — 6»(h 



(*) Poiché due numeri possono sempre riguAidarsi come costitu 

Uca, se nella formula 

n(H - l)^4-2Ai 
a 

sostituiamo il Talore di d con i duo segni e poniamo m = 2 ritrovei 
delie equazioni di 2^ grado. 



(continua) 
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SULLA RISOLUZIONE SIMETRICÀ DEL SISTEMA 

8 S 

1 1 



Per risolvere simmetricamente il sistema delle due equazioni 



2r« ar^rOC^ = (flfrH = ««r) (1) 



^rbrXr=0, 



(2) 



omogenee nelle tre incognite arijOrajO^a si ricorre di solito a due solu- 
zioni generiche yi, 2/9,^3 e Zi, 22,2:3 della (2) e si esprime poi sim- 
metricamente la soluzione generale del sistema proposto per mezzo 
delle a, delle 6, delle y e delle z. 

In questa breve nota mi propongo di esprimere simmetricamente 
la soluzione del sistema proposto per mezzo soltanto dei coeflS- 
cienti a e b. (*) 

Moltiplicando la (1) per b\, e tenendo conto della (2), si ha: 

x\ (b\a22 — 2bibtaii + è^an) — 2.r2a;8 {bAais + 

bibsai2 — b\a2B — hb^an) + x\ (ò^iOfas — 2èi68«is + b%an) = 0. 

Di qui segue che, supposti identici due indici congrui secondo il nu- 
mero 3, se si pone: 



(3) 



due soluzioni del sistema proposto ci sono date dai valori: 

. (x2 = ^169^18 + bibsai2 — b\a2z — bjbzcin ± 61 P 
l .Ta = b^ict^ — 26162^19 + b\aii 
e, per la (2): 

(a) { .r 1 = bibiO^z + ta^s^/ig — t%«is — bibz(l2^ 4: ^a P ; 

ed ogni altra soluzione deve essere proporzionale ad una di queste. 
Analogamente, se si avesse invece moltiplicata la (1) per b\ h\ 
si avrebbero avute le due coppie di soluzioni 

[ .r"8 = fta^S^ig + èi62«28 ^%^18 ^1^8^29 ± ^sP 

(|3) ! x\ = b\azz — 269680^28 + b^a^n 

\ x'2 = ^2^3^13 + ^163^33 — b\ai2 — ?>l&2a88 + bzP 






b\at% — bihsftfoi -t ftaP 
(Y) j-i^"s= ''Vii — 2itV^B^-^^^rha ; 

l x'"< = hjj^tti^ -{- bib^fììi — ?Af/w — bJf-tTfu ~^ ^iP 



1*1 A ^tSL'BiD multjitu tifati m puu gjuhgvrfi dAlt« forni ab aciA^'a^nuAiB pon6tid<» ad o4«: 



tn - ffi — 'i-iu ifjt ^h — hi* ìfa - h\ — f*z 
pordi^ veri phiifl tiBdiiao ti e riso fn ì^ - t'\^ 



Aa ■ % i^ - ^ fci — % 

VI Ifl 19 
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che la proporzionalità colle soluzioni (a) avviene 
B i segni superiori o sempre gli inferiori, 
luzioni che si hanno prendendo i segni superiori 
prendendo gli inferiori, si vede dunque che il 
3tte le due soluzioni: 



S A(«3r-f-l— ^3r+2)— 63Sr6r(a.2r+l— tf 2r+2) + {h—bzW 
1 1 

3 3 

S A(aiH-i— air+2)--i>iSr6r(«8r+i— a8H-2) T {bz—bi)V 

1 1 

'r&r(a2r+l— «2r+2)— ^aSrirC^lr+l air+2) + (&l— 62)P 



3 è proporzionale ad una di queste, 
eludere che, posto 

r.br+l_^or-r2) [A = 1,2, 3] 



(4) 



ante arbitraria, la soluzione generale del 
i valori: 

)h+i ± (jh+i __ jh-2)p| [^ ^ 1^ 2, 3] (5) 
Paolo Cattaneo. 



H DI NUMERI INTEIII 



e di numeri interi 

• • V o— 1 > V n > 

' + B/Ì + C 



(1) 



^le diremo rispettivamente la prima, 
)lla successione (1); l'espressione 

ikC 

cessione. 

mi di numeri interi, la terza ca- 
ntero, mentre A e B sono o am- 



2^+1 



(A ed l interi) 





UQ 



l'Eitiunicu DI }iAri::MAricA. 



Uì 



c!je iiK + 1 teri 



della 



(l) 



fiìiNuiiió UH gruppo simmetrica tlelConìint 2,k-\-ì^ se è 

Due giui^iji si 111 ine tri e i deirontiiie 2t-f-l 
si ili 1 unno gruppi cquisiitimetrid^ se è 

2. Abbia tno in g^^iierale 

Teouema I. ^ Il quoziente 

V , V 

è indipendente da p^ f/a p f rfaWf caraiteristiche della sìiceessioui Y ; ed è 
nu ninnerò intero se tu è multiplo di n. 
Abbiamo infatti 



('--1.2, a 

(. = 1,3,...^). 



e qiiìiiili 



V,+.s — V„_^o = 2«p(2Ap + B), 



Vp+m^ Vp— Big 



f^l 



Il pi imo membro è quindi un un mero intero^ se è m di visibile 
per n; goJé poi dello propriètU crontonute neirenniiciato del teorema. 
Teorema li. — // quoziente 

è indi pendente da n, da m, dalle cantiteristicìte delia successione V; 
ed è il quadrato di un numero intero j se r è multiplo di b. 
Abbiamo infatti 

Vi.+.= A(» + r)* + B0iH-r) + C=-An^ + B« + C+Ar'' + Br+2Am"; 

e quìiidi 

V.+. = V„ + V. + 2A«r^C. 

Similmente sì ottiene: 

V„-,= V. - V. - 2A(;i - r)r -j- C, 

V.+,+ V.-.^2V. = 2Ar= (2) 



e quindi 
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Ponendo m in luogo di n, ed s in luogo di r si ha 

V™+. + V.„-. ~ 2 V„, = 2 A6^- (3) 

e quindi dividendo membro a membro le (2) e (3), si ottiene 



V. 



.+r+Vn-r~2V„ (vV 



11 primo membro è dunque il quadrato di un numero intero, se r 
è multiplo di s; inoltre è indipendente da ?/, da m e dalle caratteri- 
stiche della successione. 

Corollario. — Nei gruppi equisiimnetrlci del terzo ordine, la dif- 
ferenza tra la somma dei termini estremi ed il doppio del termine medio 
è costante ed indipendente dalla seconda e terza caratteristica della sue- 
cessione V. 

Ed infatti posto nella (4), r = 5, risulta 

V„+r + V„..- 2Vn = V„.+r + V™., - 2V.„ = 2Ar« 
Teorema III. — Il quoziente 

è eguale al discriminante della successione (I) 
Abbiamo infatti 

V„+r V„-r = ( Vu -f Ar' + Br + 2 A«r) (Vu + Ar" - Br — 2knr) = 
= (Vu + Ary — r' (2 An + B)" = 
= ( Vn - Ar'y — r^ (B« - 4AC), 
e quindi 

(Vn~ArT-Vn-rVn+r ^ g» _ ^^Q 

Corollario I. — // rapporto 

(V„~ArY~V„_rV„-.. 



( V lu AS j V m— » V ni-f I» 



è «7 quadrato di un numero intero, se r è multiplo di s. 

Corollario IL — Nei gruppi equisimmetrici del terzo ordine la dif- 
ferenza tra la somma dei prodotti due a due, dei termini del gruppo e 
il triplo del quadrato del termine medio è costante. 

Infatti considerando il gruppo simmetrico Vn-r, Vn, Vn+r si ha, 
applicando risultati precedentemente ottenuti 

Va., V„+,= (Vu - ArT - f»(B- - 4AC) 
Vn V„+, + Vn Va-, = Vn { V„+r + V.-, ) = Vn (2 Vn + 2 Ar^) ; 

e quindi 

Va-, V„+r + Vn Va+r + Vn Va-, - 3 V^ = r^(A V - B» + 4AC). 
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E perchè ponendo nella relaziona otteiuita m in luogu dì n, il valore 
del primo membro nnu cambini risulta: 

come si do Vie va dimostrare. 

3. Consideri limo il gruppo simmetrico del quinto ordine 

Vu^T, Vft-4l Vili Va4-*| Vp-f-r {ì* J> ij. 

Abbiamo 

ed essendo, come si è veduto: 

V.-r + V.+, = 2 Va + 2 A r\ V._, V„ .. - ( V. - Ar^)= - r'(B^ — 4àC), 
risulta 

V\..+ VV*= 2n + 12Ar»V„ + 2A^* + 2>'*(B* — 4AC). 
Ponendo s in luogo di ;% si li a 

V^_. + VV.= 2 V^ + 12 As^Vn + 2A V + 2s\B^ — 4 AC) 
e quindi 

tV'«..-fW)-(VV.+ VU,)-l:iAfr^-s«)V,- 

= 2 A^(r* ^ 3*} + 2(r^ - ìì^J( B* - 4 AC). 

Considerando allora i due gruppi equisimmdricl dtl quinto ordint 

abbiamo la forniola 

(VU.+ Wr ) - (VU. + V^.J - 12 A{/-^ - *^)V. = 

=(w.+ v'.-j-(vu.+ v\_.)- i2A(r^-5^)w m 

In particokrei per r^2 e s^ 1, cioè se si considerano due gruppi 
di cinque termini consecutivi, risulta 

tv V. + V^.-.} ^ ( W. + V^-;) - 3KAV. = 

= (vv. + y\-^) - (V V. + y\^i) - 36V.. 

od anche 

V^^ + W* + 36AV.„ + V^.-^ + V'„..= 

= V V. + VVi + 3tiA V. + VVi + V^*.. (C 

Se nella (6) poniamo n-\-2 in luogo dì ji e ti + 7 in luogo di "'. 
abbiamo fra dieci termini consecutivi della siiecessione V la forinola: 

V'.^ + V^.+, + 36AV„+, + V*^+ V^ = 

= V%+„ + V».x. + 36 A V„... -f V^+. + V'.+: . (7) 

Cosi se la successione V iia per caratteristiche _ 

A = 0, B = l, = 
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se è cioè la successione dei numeri interi, abbiamo per la forniola (6) 
l'identità 

(n+2)»+(m+l)^+(m-l)«+(n-2r=(m+2r+(n+l)«+(n-ir+(m-2)«; 

e per la formola (7) resulta l'identità 

n?+(/2+4)+(n+6r+(n+8)MM+l)'+(n+3)'+(n+5)»+(n+9r. 

Ili particolare, ponendo nell'ultima identità n = 0, risulta 

4» + 6» + 8»=l* + 3* + 5» + 9», 

e ponendo invece n = l, si ottiene 

l» + 5« + 7'+9' = 2" + 4« + 6'' + 10". 

Similmente considerando la successione dei numeri numeri dispari, 
cioè la successione di caratteristiche 

A = 0, B = 2, C = l 

per la formola (7), si ha l'identità 

(2» + 1)' + {2n + 9)' + {2n + 13)» + (2n + 17)» = 

= (2« + 3)' + (2« + 7)* + (2n + 11)» + (2» + 19)», 
ecc. ecc. 

4. Consideriamo i tre gruppi del terzo ordine 

Vnj Vn-fl| Vn + 2 

V n— r > » n+r » » n-f r-f ^ 
Vn-r+I, V„_f_|.2, Vn-fr+a. 

Abbiamo, per quanto si è veduto 

Wr+ V\+,= 2 V^ + 12A/«V„ + 2A^-^ + 2/-*(B^ - 4AC) (8) 
e ponendo n-{-l in luogo di ;<, risulta similmente 

V^-H-i + V^.f ^i = 2V^+. + 12Ar^V„H + 2AV* + 2rW - 4AC) (9) 
e sottraendo membro a membro la (8) dalla (9), si ha 
VVr+i+VV+i--VVr-V^+.=2(V^+.-Vy+12Ar«(V„+,--.Vn).(10) 

Ponendo nella (10), n-rl in luogo di n, risulta 

V^n-r-l-2 + V^,+r+2 V^i-r+l V^„+r-f 1 = 

= 2(VV,-V»„+.) + 12A,'(V„+.- V,.+.). (11) 

Infine se sottragghiaino membro a membro la (10) dalla (11), 

ricordando che è 

V„+,-2V„+.H-Vu = 2A, 
otteniamo, la forinola 

(V».+.+, + V»,-,+a - 2V»„-,+,) + (V»„+,+ V»..-,- 2V»,.+,^0 - 

- 2(V='„+. + V'„ - 2 V^„x. ) = 24 AV». (12) 
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Poiché il secondo nieiiibro è inJipendente da n, ponendo m in luogo 
di n il se con do membro non cambia ù quindi risulta T identità 

( V'.4..+. + V'._^» + 2V'„_^ J + (Y\^-\- Y\^+ 2V.H^.) + 

+ ( V»,.^ + V%_, + 2V'„^,+.) + 2(V'„^. + V% + 2VU.). (Vi) 

Conaideriaitto alcuni notevoli cnsi patticolari. 
a) Per r^\, la (12) diviene 

V V,- 4V„+^+ 6V.+. - 4 V»„ + VV_. = 24A'. 

]MsuUa quindi 

Per le successioni V a caraitfristiche intere, l'espressione 



VV.- 4V".+. + 6VV,- 4V„ + VV-. 



iU) 



è liiriglbile per 24. Per le successioni V la cui prima caratteristica è 
della forma 

e quindi similmente B = '^— a— I ^ V espressione {lA) è dkmbile per €; 

infine per le suecesshni menti jiuUa la prima citrutleristìt^a, cioè^ in (din 
parole, per le progressioni (iritmetiche, il cui primo termine I B+C< 
ìa rag Ione è B r espressione (14) è nulla. 
Ponendo nella (13), r=^l, si ha 

Y\^ + 4V^+, + 6V^+, + 4 V^, + ¥*„-, = 

Sostitnendo » + ^ ad «6 n + 7 ad m, risulta la seguente relazione 
fra i quadrali di dieci termini consecutivi della successione V 

V^+, + 4 VV+, + 6V \^ + iY\^ + V^^ - 

= V\^ + 4VV4^ + i>Y\^ + 47 »„4^ + V%*. 

Cosi per la successione dei numeri interi, si La 

(n + 1)' + 4(« + 7)' + 6{« + 3)« + 4(« + 9)' + (« + 5)' = 

= l» + 6)* + Uh + 2)* + 6(« + 8)' + 4{« + ij*+ (« + 1 '>)* ! 

9 per la sttccessione dei quadrati dei numeri ìnteii, abbiamo 

(fi + 1)* + 4(m + 7)* + 6(« + 3)* -t- 4tn + 9)* + (n + 5)* ^ 

= (» + er + 4(ri + 2)* -f 6(M + 8J* + 4{n + 4)* + (n + 10)*. 

p) Per r = 2, la (12) dà iiiia una relazione fra ì quadrati di 7 ter- 
mini consecutivi 

V',^-2V%-H- W.+ 4YV. - \\ - 2VV-. + T%-, = 96A'. 
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Ponendo nella (13) r = 2efi + 3in luogo di n, n + 10 in luogo 
di m, risulta la seguente relazione 'fra i quadrati di 14 termini con- 
secutivi: 

= V^„+e+2VV, + V'..4.3 + 4VVn + V».+5 + 2V»„+. + VVu. 

Y) Per r = 3, la (12) dà una relazione fra i quadrati di 9 termini 
consecutivi: 

V V5 - 2V^44Ì- V«„+3 - 2V^+, + 4V»„+i - 

- 2 V«n + V^-i - 2V«„-, + V«„-, = 216 A^ 

Ponendo nella (13), r = 3, n + 5 in luogo di n, n + 14 in luogo di in, 
risulta la seguente relazione fra i quadrati di 18 termini consecutivi: 

V^4-i+2V«„+u+V»„+3+2V*„+u+4V«„^5+2V«„+,5+V»„+7+2V^+i7+VV9= 

r=V^4-io+2VV«+V«„+,a+2V«„+,+4V^+u+2V^4-6+V-„+i6+2V^+8+V^+„ 

ecc. ecc. 

5. Diremo che un gruppo (*) di quattro termini 

Va, Yft, V„ Ys 

è un gruppo simmetrico, se è 3 — a = 5 — y. 

Due gruppi simmetrici Va, V/;, Vy, V,5 e Va', V/;», V/, V^j», si diranno 
equisimmetrici, quando è 3 — a = p' — a e Y""? = Y'"~3'- 

Consideriamo il gruppo simmetrico 



Abbinino 



V n— r i V n, V ni» V m-fr» 

V„+, — V.„ = V, + 2Amr - C 
Va - V«. ,= V, + 2A(m - r)r - C ; 



e quindi 

(V„4-r + V„. ,) - (V™ + V,.) = 2Ar (m - « + r). 

Per il gruppo simmetrico 

abbiamo similmente 

V„.+, .+ V„.-.) - (V„. + V.O = 2 Ar (m' - n + r). 



Se è 



m — w = >w' — n\ 



cioè se ì due gruppi considernti sono equini m metrici, si ba 
ossia 



I 

1 I 



[*) V. Taotubi; 'Oi a1eitn« »tieféa»lDnl rieai-rentf a lermiol inteiì a poaiLivi, Pis^rf/J/ti. Serte li, 
f oV III, fase. L 



I 
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Nfi ffnippi equhiiHinrf)'i('i tìì quittiro termini, In tìifferenzit ira Ut 
somma desti estremi e quella dei medi è costante e dicisibiie per il doppio 
della prima caratteristica, 

6. Si consiìdei'ì il gruppo simmetrico 



' n — r 1 ' IH ' I 



Abbiamo fnci Ime lite 



V„+. - V,.,= {m - « + 2r) (A(« + m) + B) 
V™ - V„ = [m - h) (A(h + Hi) H- B), 

(V„^,-V„,,)(V„,-V,.1 



e quiniti 

(mi — II) (*H — rt + -'■) 

Qiiinilì il quoziente 

(V,+.-Y,-,)(V 



(A(« + m) + B)'. 
-V„ì 



(15) 
(16) 

(17) 



{m — h) (m — Il + 2r} 



è il quadrato di nn nutnerù intero^ se la successione Y ha carfttfet'kticb^ 

2fi-fi 21 + 1 

intere \ e lo è pure qnan ria, essendo A ^^ — ^ — , B = — - — , sia n + m 

UH il unterò dispari. 

Dalle {15) e (16) risulta inoltre che il quoziente 

V Ili V n 

è un numero inrero^ solo quando sia 2v mfdlìplo di iti — n. 

In pat'ticolaro poTjemlo nella (17) r = l e »i = ji"j-l, risulta 

( V.+.- W.i) (Y.H - V.j - 3(A(2;i + 1) + Bf 

civè, se sì comlderano qualtrt} ienniìii canseculivi della sw*cessione V il 
prodotto della differenza degli estremi per la differenza dei medi è il 
triplo di un quadrato 

7- Consideriamo i iiiie gruppi 

V u-if-ft I V rii-h/^i V rii-|^j't V m-(-A 
Vm^, Vrm4-/Ji Vrm47, Vm+*S* 

Vogliamo dimostrare che se è 



r = 



P-Y 



(tessendo 5 — a divisiòile per p— -y)* risulta 
Si Ila infatti facilìnenttì 

Vtt-|-*i + Vrn-^fi — Vrn^y — Vn-H» = 
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Essendo ora per l'ipotesi fatta 

5 — a 



5-a = r(^-Y) 



si ha 
e quindi 

Essendo il secondo membro indipendente da 

Vn+a + Vrn4-// — rn+y — Vii-f <5 = Vm+a + Vrm+/ 

da cui 

Vii-f a + Vni+^ + Vrm+y + Vni+^ == Vm+a + Vim+A 

In particolare ponendo nella (18) 

a = 5, p = — 1, Y = l. ò = - 
si ha 

r = s; 
e quindi 

V„+. + V.„-i - V.„+t - V„.. = 2B. 
ed inoltre 

Vn+. + V„-i + V.„+, + V„.. = V.+. + V.„- 



(Continua) 



FIGOOLE ITO 



I. Sopra nn Inogo geometrico. — È noto che il luogc 
di una schiera è una cubica circolare della sesta classe, 
minano facilmente, oltre 1 due ciclici, altri undici punti 
vertici del quadrilatero-base, i piedi delle altezze del tri: 
proprio della parabola appartenente alla schiera e il pu 
che passa pei punti medi delle diagonali. Nel caso del I 
nella quistione 608 di questo Periodico (Tomo XVII, pa 
luogo dei fuochi dev^essere una cubica circolare particeli 
come è detto nella risoluzione a pag. 145 (Settembre-Oi 

Se denotiamo con* il punto comune alle due tangei 
contatto, con C il centro del segmento AB, si trova infal 
delie coniche del fascio-schiera, una strofoide obliqua 



(*) In generalo, per un sistema di coniche tale che ve no sieno 
il luogo dei fuochi è una curva dell'ordine 3/( con un punto /«-pio ii 
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per A, per B, t pel punio ull* infinUù di |OC|ì tttmjenti nd putttn doppio ^ùm te 
biuitvki digli angoli AOfi. 

Questo risultato può verifìcarai aiìche osa^rvaoclo cho la equazione (->), énU 
iiella rboiuziaiie citata, 

(a?« + 2je^ cos » + ^«) (6'jp* - <i«|^*) - 2ah [Òjc^ (jf + f^ eoa u)) -- 

— tìy* (a: C6S tu + y3] + o*ò* (j^* — ^') = K 
ai spezza nelle due Bcguenth 

hx ^ tJtf — ad = 

{hx — fjy) (jc* H- 2xy cos co + y*) ~ ab (a?* — j;^*j = 0* 

la prima dell© finali dii la cougi ungente i punti di contatto, che non fa pnr^e M 
luogo, e J 'altra rappresenta la strofoide indicata sopra. 

V. Rktall 

IL Sopra iiJcniie rmizlDiii HiiigttlarL — Lo cosiddette funiioni trigonometriche 
inverse (are sen jt^ me eoe af, ecc.) non si pe&sono conaiderare rigorosamente come 
funzioni che quando i;on opportune limitazioni, ai faccia corrìepouderé ad ogni va- 
lore per la variabile nn solo valore per la funzione. Sia p. ea, la funzione 

ff = arcctna;; 

siccome la funzione cinx prende tutti i valori possibili e nua sola volta in un 
intervallo della forma (et, 7? + a), o più particolarmente, della forma, [mn, (m+Di:], 
basterà ammettere di ecegliore fra gli infiniti valori della funziono quello compreso 
neir intervallo considerato. Nelle seguenti coneiderazìonì prenderò rintervallo (0,")- 
In quanto poi ai punti ± od, ai può osservare che in questi punti non ai può asse- 
gnare un determinato valore alla funzione arcctux, giacché nei punti in cui h 
cotangente diventa infinita, essa non ha segno determinato. Dovremo quindi togliere 
questi punti speciali 
Consideriamo ora 

f t.r)^»i-cctn(ctnar), 

che è reale finita e determinata in ogni punto x solvo che nei punti della formi 
jc =: kTi {k intero), giacchi; in essi avendosi 

f{x) = are ctn{± oc) 

come abbiamo visto non ha allora valore determinato. 
Aggiungiamo allora la ))osiziono 

f{kK} — Q {k intero) 

con che la funzione viene determinata per ogni valore finito della variabile, 

Si faccia ora variare x da »»j? a {m -f Ij n; allora f{x) è al principio deb 
r intervallo» e nel punto a = ibt -j- • è 

f(mK + i) = are ctn (ctn e) — t. 

Cioè in ogni caeo, per luJt e {m H-l)n, si ha 

f {x) = a^ ^ niK. 

giiando j^ s'avvicina a (^/* + 1);t, f{x} tende a ti; ma essendo invece allori" 
f(x)z^Qt io questo punto fix) è discontinua a ainistra o fa un salto eguale a ti^ 



dì questa formi 



intervalli della f 
uesti intervalli è 
specie. Avendosi 



ro contenuti 
minnve quel 

sirontinue I 
idu, 

'0 À8C0LI. 



;t) K (ì; 



Hamitr 
t>ilo e 



xant 



\ 
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L'i^qu adone della geeaiUe assumeik la forma 

tf = titx. (2) 
IndicAndo con {^i^yO' ^1*^2] le coordinate dei punti A, B| le eapresdonì. 
0-1 + ^i _ 0-h f»i 



2 

. m '-h yi 






a + &*«» 



1 



r'=^^[(*T, ^iri)» + 






(3) 



ci daranno in funzione del parametro tu te coordinate del centro ed ìlqiiadrnto tld 
raggio della e ì reo n Te re n za, e li e genera Vi n viluppo. Esbq avrà quindi per eqn arieti 

da cui deduciamo requa^iono 

^{x, ij, m) = «i* l/;^ ix' + fr } H- 2/Z»f^ + h] + »*^ [26 {/x + <7;/)] -f •»* [2ah (x« + j^-} + 

Ponendo «4 = — si ricava l'equazione omogenea in ^ e g 



np , 5) = *o F* + 44^1 p'q + 6^^, /^^g* + 4#» /jg* + *^5* ^ 



(4) 



in cui '^i, , 4*1 • ■ " 4*4 sono funzioni note di ^^ u e dell^ costanti della equazione 
della conica data 

I/eqtiaaione delViiivikippo, come è noto, ricnviiaì eliminaiulo lìn^i fra requassionu 

e 

ùm 

È facile mostrare che essa può ottenersi, per conseguenza, eguagliaodo a zoro 
il dc&crìnunante del primo membro della (4). 

Ricordando relegaute forma data dal Cayley al descri minante di una formi 
biquadratica binaria, bì perviene ìnimediaiamente alTequadone 

[3 ^h - 4 *i4'« + ^^'hV - 27 [^iiM4 - +0**3 - ^'i** - 4^*11 + 24^1 ttW = 

dell'inviluppo. 

Meritano dì ossero esaamiuati a parto come casi singolari queJli in cui li 
conica degenera in due rette concorrenti parallele. 



i>iwMft Sitino ilNi t MNi , MNs . MN* h ti ormali tomìùtte ti a un punto M «tf una 
fìli$»p (fi vf litro 0. // luogo dei punii M (oH che 

k {mi + MN! + MN; + MN1) + k' (oS; + ONl + ON; + OHJ) = l* (Al 

è nnn conica ehé dirtnta im cìrcolo^ quando k=k', € nnn eoppia direUé quando k=— k* 
Qfn^iiafte untilo ffo pfv la par oboi Oj e»Mfnt1o il vertice. 

E. N. Barisi BK. 
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Risoluzione del sig. Maggiore D'Emilio. 

Sia 



a» ^ &* 



(1) 



l'equazione dell'ellisse riferita ai saoi assi, ed xi, yi le coordinate del punto M. 
La lunghezza delle normali condotte da M all'ellisse corrispondono ai massimi e 
minimi di 

condizionatamente all'equazione (1). 

Possiamo perciò fissare la nostra attenzione sui massimi e minimi di 



(2) 



in cui X è un parametro ausiliario, che può considerarsi come una terza variabile 
indipendente. 

Si hanno perciò le equazioni 






(3) 



Sostituendo i valori di x ed y ricavati dalle prime due nella terza, si ha 
r equazione biquadratica 

(X H- a^Y (X H- b^)^ — a'^xi^Ck + i»«)» — &Vi* (^ + «")' = (B) 

alle cui radici Xi, X2, X3, /4 corrispondono le quattro normali condotte dal punto M(a:iyi) 
all'ellisse (1). 

Possiamo scrivere, osservando che (t=l,2, 3, 4) 



Xi'xi» 



Vyi^ 



{a'-\-W^ {h'^MY' 



NOf= "'^^' 



l'equazione 



(a^ 4- Xi)2 ^ {b^ + Xi)-^ ' 






(4) 
(5) 

(6) 



da cui ricaveremo l'equazione del luogo definita dalla (A), osservando che le som- 
matorie che moltiplicano xi^ ed 1/1' sono funzioni simmetriche delle radici della (B). 
Per iniziare il calcolo di dette sommatorie, trasformiamo la (B) nella 

X'* + 2[6«-a5]X'8 + [[i,2_a2]«_„2^^S_j2y^2]_2rt«^j2[^,2_rt2j;^'_^«^^2(^2_^^«)2^0(B') 

in base alla relazione X -j- «' = X'. Cosi i coefficienti della (B), che sono funzioni 
simmetriche di Xi + rt*,X2 + rt^X3 + a^X4 -+■«*» si calcoleranno più rapidamente. 
Indichiamo con X'i le X| + «*• 
Notando che 



s ,: j: \" = s — — ".', ^" =kh- ia^ ^ -\ 1 + (A- + 1>* s ,4 

1 = 1 (X + a')» i = i Al-' L 1-1 '-ij 1=1^1 



r 
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in virtù delle rdnxioni note tra ì coaflicieiUi e te radifi della (B ),bÌ haldeterminandt» 
per analogia la eispresbiun^ di 

quaudo poniamo X" — X *f i^] requaKÌaiio 

4A'[Ò* — «»] [à'^i* — «Vi'I + (*f + ^'ì [^«*xi* + 2é»Vi' ~ 2a»6* <jri' -|- |^i ')] ^ [Sì 

i!He ruppresenta una coaka ridótta al centro ed agli nsd : cto^ conce ni ri ea e coas- 
«lica, come d'altra parte sì iutubce a ptiorì, dell'ellisse data. 
Nel ca3<> di A; — Jt' ai trova 



*<''* + *''>[^ + [6^] = T-2f''' + 



fc'). 



che rap presali ta unft circouferen^a e once atri ca aliceli ìsse data. 
Infine per k + k' — 0, cioè fc =^ — fe' ìa {è) diventa 

4k [tVt* - «V'i] = ^* [6" - «'], 

die nel casci di l^Q si riduce al aiatema delle rette hx -^ ay^^^O; br — ny = (? 
cioè: 

dJt ± a^ := 0* 

Per estendere la questione proposta al caso di nna parabola di vertice 0, comin- 
daniQ ad osservare che dia (A) corrisponda la 



k 2 MN, +A-' 2 ONi = IK 



ih) 



Essendo y^=2jyt^ — *?) Tequazione della parabola, evidentenieiìte sì trattem 
la primo luogo di fisiare rattenzione aui massimi e minimi della runzioiie 

9^{^- ^i)' + {fj- yr? + À [y« ^ 2p (r - r)], 

da cni dednconsi le equazioni 

1 d^ 



(3N 



2 i). 



^ ^ X Xi 



Xp 



1^^^, -,.+ ?., ^0, 



il 



^•f-%p{x — c)^^ 



in X 



Eliminando j? ed ^ fra le tre equazioni ultime, ai perviene airequazione calka 

L P pi L P pi P P 2j» 

^ -^ — a 
La ^MNi eguaglia 
i 






1 U + A.)* 



H*) 
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Pel calcolo di £ 



1 

1 



1 (1 + X,)2 ' 1 
« 1 



- + y,{xi-c + hp)\ 
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(5*) 



etc. conviene considerare la trasfonnafca 



1 (1 + V)' il + Xi 
della (B*) in base alla condizione X -|- 1 = X' : si ha così Tequazione 






(B'») 



da cui deduconsi 



3 1 11 

2:—- — = 2 — = 



i 1 ^11 ^4p'p, e] 



Tenuto conto di queste relazioni delle (4<^), (5*), la (A) dà luogo, fatte le volute 
riduzioni, all'equazione 

(k + k') [x\ + c« — 4pxi — 4pc + Qp^] + Sky\ + 4k'p[xi — e] + 5A:'(a:i — e)' = l^ 

di una conica simmetrica rispetto all'asse delle x. 
Nel caso di k = k' si ha 

2k (xh + e* — 4pxi — 4pc + 6p^) + 3Ary*i + 4kp (xi - e) + bk {x + e)* = /* 

e nel caso di k= — k' 

Sky\ — 4kp {xi — e) — Òk(xi — c)^ = l\ 

OS3* Uh punto M tfi sposta sopra una semicirconferenza di diametro AB. 
Siano P, F » vertici dei due triangoli equilateri che hanno per base AM, e Q, Q' t 
vertici dei due triangoli equilateri che hanno per base BM. 5/ trovino i luoghi di 
P, F, Q, Q' e dei punti medi di PQ, P'Q', PQ' e FQ. 

E. N. Babisien. 

Risoluzione del prof. Padoa e del Maggiore D'Emilio. 

Per distinguere fra loro i punti P e F (quando M è distinto da A) si supponga 
che AM separi P dal centro dalla semicirconferenza data; analogamente per 
i punti Q e Q'. 

Sia ABC il triangolo equilatero i cui lati AG e BC tagliano la semicirconf. 
data (in D ed E) e sia ABC il suo simmetrico (e siano D' ed E' i simmetrici di D ed Ej. 

Mentre M va da A a B sulla semicirconf. data, 

P P va da A a C sulla semicirconf. AG che non passa per 0; invero, facendo 
ruotare la semicirconf. data intorno ad A sino a che B vada in G, dall'ampiezza 
e dal verso della rotazione risulta che M va in P, da cui l'asserto; analogamente 
si dimostra che, ' 

2* Q va da C a B sulla semicirconf. GB che non passa per 0, 

3** F va da A a CT „ AG' che passa per 0, 

4« Q' va da C' a B , GB 

5^ il punto medio F di PQ va da D ad E sulla semirconf. DE estema a quella 
data; invero, poiché mediante rotazioni concordi di 60® intorno ad A o ad M si 



1 



ÌH^ 
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Risoluzione dei sigg. Maggiore D'Emilio e Golisciani. 

Osservando che 8en(7i -\- x) = — sena?, 8en*(ji + a:) = sen'x, si ha 

U = 2a J sen'a: dx -{- e J dx -\- a\{x — sen x cosa:) j + 2ck = {a + 2c)ir. 
«^ L Jo 

C3#» Dimostrare che Varea della curva 

(x* + y«) (b«x« + a^x^) = (a + b)* (x^ - y^) 



U: 



i — b L ab 



2(a + b)3 Fa^ H-b» ^ a t:" 
■arctg----- 



che^ quando a = b, quest'area diventa 

U = 16a«. 



E. N. Barisien. 



Risoluzione dei sigg. Maggiore D'Emilio e Golisciani. 

Trasformando in coordinate polari, pigliando per asse polare Tasse x, si ha: 
r' (6« cos«9 + ci^ sen«0) = (a + b)* (cos'9 — sen^G). (1 ) 

Osservando che la curva è simmetrica rispetto agli assi x ed y e che nel 
primo quadrante si hanno punti reali per 0_< 0_< - -, si ha: 



Jq Jo ò^cos^tt H- a* sen^tt 



(2) 



Pongo 

per cui 
cos^e = ■ 



a* 



sen^e : 



b 
a* 



tg9 = t 



'^V^'' 



dB = — cos^9dt = — 
a a 



dt 



1 + ^'' 



"1-^*' 






e posto 
si ha 



TT = 2(^+-^ Hlizj^ _^ = 
ab Jo l + kH^'l^t^ 

^An_±h)^f__2k_ r^ kdt l -{- k^ A dt \ _ 

~^ ab \ ì-k'Jol + kW ^ 1 - k' Jo 1 + t'ì ~ 

An-^-bYi 2ab r , ,.T^i. "' + />' r * ,T^) 



ì 
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Se a — b, wppljcnndo il teoremn di De rHoepilalt &Ì lià 



U — lt»^»*hiìi I ^svr are tg - H . 7 1= iCa' . - = 16 a". 

" 1 _i_ 



^&J 



Od Anche facenda nelle (2) a ^h e\ ìvova 

C ^ 32 a*^p"(c&s* tì — seu* tì) rffl =3 32 a\f * ft^ cos 28 dQ ^ 

il lì 

= ICo'J'Teoa 2 9 rf (2 S) = 16 n' [sen 20]T= 16 (i*. 



QUISTIONI PROPOSTE 



628. Trovare T inviluppo delle rette che tagliano due circoli dati 
secondo corde eguali. 

629, Si consideri un circolo e ed ima sua corda FF\ Fna conica 
variabile, ina avente per fuochi F,F\ incontra il circolo e in quattro 
punti A, Bj A', B', Dimostrare che ciascuno dei quadrilateri FAA'F', 
FAF'B, FAF^B\ FBB'F, FA'F'B^ FA'FB ha i suoi lati tangenti ad 
un circolo. Il luogo dei centri di quesiti circoli si compone dclT^ìBse 
focale e d*un circolo. 

E* N* Babisien* 

630- Se una conica C^*^ tocca una quartiea C^*^ nei punti A, A' e la 
seca nei punti B^ B' C^ C\ esiste un'altra conica che è tangente alla C^*^ 
nei punti d'incontro colla retta AA' e che passa per i punti d'incontro 
di essa colle rette BB'. CC\ 

63 L Se una conica C^^^ tocca una quartiea C^^^ in quattro punti, 
le tangenti a C^^^ nei punti di contatto incontrano di nuovo la curva 
stessa in 8 punti di una conica. 

632. Se r, r' sono due tangenti di flesso di una quartiea C^*^ nei 
punti A, A' e incontrano la curva ancora in B, B' esiste una conica 
che ha con la C^^^ due contatti di seeond'ordine nei punti ove essa 
è tagliata dalla AA' e passa per i punti d'incontro di C^^' con laBB'^ 

Lazzerl 
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633. Dimostrare che gli arci 

punto P di una sfera ad un cir< 

sfano alle relazioni 

PM J 
cos -n- cos - 



cos-^- 
sen PM sen I 

„M~M7 
cos* 



2 
e trovare le relazioni corrisponc 



BIBLK 



Alasia. — / complementi di geon 

Provo sempre un gran piacere nel 
raccolta dell'egregio editore Hoepli. Li 
volumi, la nitidezza ed eleganza dell' e 
mente. Ma questa volta la mia aspetti 

Apro a caso, e prima di tutto mi 
** Le sezioni coniche „. Seguendo il me 
i fuochi come punti di contatto del pi 
gente ed inscritta nel cono; ma non è 
uno o due secondo che il piano secante 
dimostra un solo teorema che cioè um 
si wuove nel piano in modo che la sue 
rapporto costante con la distanza di et 
parentesi, che nella dimostrazione si fa 
con eguale semplicità farne a meno. 

Dopo di che, fatta la classificazione d 

(eccentricità) è = 1, l'autore scrive: " 

sezioni coniche, studieremo ora ciascii 
ci sarà possibile. Cercheremo dunque 
ticolare basandoci su qualcuna delle st 

E subito dopo viene il § 95 " Elliss 
«llisse quella fra le sezioni coniche ch( 
un punto qualunque di essa a due pui 
costante ,. 

Per chi conosce Targoraento appar 
perchè bisognerebbe dimostrare prima 
di quella proprietà; chi studia l'argoni 
variamente si domandi: come si fa ad 




* 

/ 
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conica a verificare quesfaltra proprietà? È vero che l'uZ/imo teorema sulla ellisse 
dice: ' Il rapporto delle distanze di un punto deirellisse da uno dei fuochi e dalla 
vicina {l) direttrice è costante ed eguale all'eccentricità e,; e questo per il 
P teorema autorizza a dire che il luogo dei punti... è una sezione conica. Ma 
ciò non toglie che almeno la disposizione della materia è errata, e la disposizione 
e l'ordine in un libro didattico in cai non si espongono cose nuove e peregrine 
è tutto. 

Riesce poi assai difficile a comprendere quali criteri hanno guidato Fautore 
nella scelta delle poche proprietà delle tre sezioni coniche fra le innumerevoli che 
tìono note. Per bb. perchè parla dei diametri per l'iperbole e non per T ellisse t 
la parabola? 

Ricomincio a sfogliare il libro dalle prime pagine AU2;arandomi che sia soltanto 
in c<tnda renennm; ma trovo del veleno dappertutto. Mi limito a pochi esempi. 

A pag. 9, 10 si trova il teorema d'Eulero sui poliedri {r -\- f — g^=^2); ma 
fursc per amore ili novirà TA. ha invertito la con^ueia e ben nota dimostrazione 
e dice: " Se uniamo I vertici Ai^ A^ ^. . Aq di una fuccia ad un punto qualunque E*« 
preso fuori del piano di tale faccia, avremo ottenuto un nuovo poliedro con/^faccie. 
V vertici, s' spigoli, e sarà 

E sta bene. Ma dimostrato questo aggiunge: 

^Supponiamo ancora di fare l'operazione inversa, e cioè di distaccare dal poliedro 
una piramide lasciando ad esso la baso di tale piramide. L'espressione al secondo 
membro dell'ultima eguaglianza non cambierà: ripetendo questa operazione un certo 
nun^evo di volte finiremo col ridurre nd un {éhaedrù il poliedro daiOj e e e» , 

E questo tutt'altro che evidente come mu^itra credere TA. 

Le inesattezze e improprietii di linguaggio sono contìnue^ per es. a pag, 23, 

' Ogni polìgono è proporzionale dUa *hìi potenza e jl rapporto di due poligoni 
è eguale al rapporto delle loro potenze ,. 

La seconda propùsìziono u la correzione deirenunciato della prima* e a pag. 25 
è ripetuto lo stesso sui poliedri, e ciò salva lo spallo al proto spesso vittima 
innocente, 

A pag. W\ La figura simmetrica di una retta AB... è una retta A'B'-.. 
egntde ecc. , . 

Dove ù confusa reità con isegmento. 

\\i conclusione questi Complementi sono un lavoro abborracciato, pieno di ine- 
rattezze, e non fanno davvero buona iigura neiroltinia raccolta di Manuali dcl- 
THoepH» Dico tutto questo con dolore, ma la verità deve andare innanzi a tntto. 
Auguro al laborioso Autore che metta meno fretta e piii diligenza nei suoi futuri 
lavori. ' K. 

£ BBAT A- G OBKI «B . 

Fi£^. ID7, liu« 7, ìnritee di ur«ix l^tsigaai ujva. 

624. ni^blmifìHit del aJif. Laltant 

CbiAUiDdo a l'a Ingoio lìeEU titng«Qtfl mii l'Jiàav deU« x li tin 

tì quLudi Ift forijiciTa tj — h DVÌdcnta. 

Altra rl«DTu2{(}ne dd iirof, RetalL 

(i TULIO LiAZZERl — Direttori- re.st>ùnsaòii e 
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EQUAZIONI A RADICI IN PROGRESSIONE ARITMETICA 

(ContimiaZj e fine v. n. precedente) 



III. 
PROPRIETÀ DELLA TRASFORMATA A RADICI AUMENTATE. 

Passiamo ad esporre alcune proprietà della trasformata a radici 
aumentate per le equazioni che ci occupano. 

À tal fine premettiamo i lemmi seguenti: 

Lemma I. — a) Data una serie di n = 2p termini, tali che la somma 
di due equidistanti dagli estremi sia costante ed eguale alla somma 
degli estremi stessi, se diciamo a la somma di questa serie, diminuendo 

ciascun termine del valore — si ottiene una nuova serie, in cui i 

termini egualmente distanti dagli estremi sono eguali, e di segno 
contrario. 

Se (7i ed (7ip sono i due termini estremi, potremo indicare l'intera 
serie con 

«1, aa, . .. flp, (a»p + ai — a^), ... (a^p + fli — flr9),flf2p, 
onde 

a p(a2p + ai) _ ^sp+^i 

n ~ n "~ 2 ' 

e diminuendo due termini qualunque, egualmente distanti dagli estremi, 

del valore — , se indichiamo questi termini con 



««, 



(ajp + tìfi — ^b), 



otterremo 



_i 2qg — gap — Oi 

■■ 2 



2a« 



• ffap — ffi 



6) Data una serie di n = 2p + 1 termini tali che quelli egualmente 
distanti dagli estremi abbiano una somma costante, ed eguale alia 
somma degli estremi stessi, ed il termine medio eguale alla semisomma 
degli estremi; dicendo a la somma di questa serie, se si diminuisce 

ciascun termine del valore — , si ottiene un'altra serie in cui i tor- 
ti 

mini egualmente distanti dagli estremi sono eguali, e di segno con- 
trario, ed il termine medio è lo zero. 
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IiìfatLi detti (h, «^1,,^, i teniiiui estremìi si potrà rappreseatare la 

serie con 



<h,^^2 






{*^n^i-\-(h—ffi] - • . (^sv+i + f^i — ct), a^ 



SiH-l f 



onde 



n 



2n " 2 



e la uno va serie aai'à e viiieri temente 



tft — (f'iy i t 2rtff — QsiH-i — ^1 



ff<p4i — (Ti 



0,- 



2gp — tfaiH-i— ^\ 



Sr^a — ffipt, — f/t 



f^l — ap^i 



LrMMA IL — a) Se n^lp elementi formano mia serie tale che i ter- 
mini egualmente distanti alagli estremi siano egnalì, € di segno con- 
trario, qnalora 8Ì au menti ciascun termine di questa serie dì un mimerò 
qimlmique X, si otterrà un'altra serie in cui la somma di due termini 
egualmente distanti dagli estremi è costante, ed eguale alla somma 
degli estremi stesai. 

Indicando la sene primitiva con 

sarà la nuova serie 

X+di, X+fl3,*-,,X + fliv^v, X+a,M X — f?(,, X— ei„^i,..,,X — fìfs, X—ihf 

in cui la somma di due termini egualmente distanti dagli estremi è 
costante, ed eguale a 2X, somma degli estremi stessi. 

ò) Se fosse fi = 2;> + l evidentemente la serie dovrebbe avere per 
termine medio lo 0, eiie è il solo numero che possa avere i due 
nello stesso tempo. Si avrebbe pertanto la serie 

Oi, f73 I . ^ . , f'p 0, — fl^, , . . , , — (la , — fl| , 

per la quale facilmente si vedrebbe che snssiste quanto si e detto 
precedentemente; ed inoltre sì provereiibe che il termine medio della 
nuova serie è la semi sgomma dei termini estremi > 

Lemma IH, — ^ Lu somma delle combinazioni prodotti di n = 2p ete- 
menti due a due t^guali e di seguo contrario, presi A a A", e nulla set ' 
è un numero impari. 

Si abbiano gli etementì 

fli, Afa 1 fli , . * - i ^11 1 — Oj^t ' * *%^ — ^a » -^ fla » — ^u 

e sia t^2g+l. Chiamiamo per maggior semplicità elementi di destra, 
gli elementi col segno negativo, ed elementi di sinistra quelli col segno 
po.^ìtivo. 

Sb/i:S|> 6 chiaro che tutte le combizioui A a A che possono otte- 
lìerai con i dati elementi conterranno elementi tutti di destra, o tutti 



4 
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di sinistra, ovvero elementi presi in parte a destra, ed in parte a 
sinistra; mentre se fosse t>p si avrebbero soltanto combinazioni 
le quali contengono elementi presi a destra ed a sinistra. Facilmente 
si scorge che a ciascuna combinazione di elementi presi tutti a sinistra 
se ne può far corrispondere un'altra di elementi presi tutti a destra, 
ed eguale ai primi. Di più data una combinazione che contenga s 
elementi a sinistra od a destra, e k — sa destra od a sinistra, ad essa 
corrisponderà un'altra combinazione con i i — s elementi stessi di 
sinistra o destra, ed i rinanenti s di destra o sinistra. 

Ma se osserviamo che, per essere A* = 25' + !, le combinazioni che 
contengono tutti elementi di sinistra (se ve ne sono) hanno segno 
contrario a quelle che contengono elementi tutti di destra, potremo 
concludere che tali combinazioni prodotti scambievolmente si elidono. 

Inoltre poiché a ciascuna combinazione che abbia s = 2q elementi 
da un lato, ek — s = 2{q — q')-\-l dall'altro ne corrisponde un'altra 
la quale ha gli stessi s elementi dal lato in cui la precedente aveva 
i A* — s, concluderemo che queste due combinazioni debbono avere 
segno opposto, e che quindi anche esse scambievolmente si elidono. 
Alla stessa conclusione si perverrebbe considerando $ impari, giacché 
ili tal caso sarebbe k — s pari; onde il lemma rimane dimostrato. 

Osservazione. — Se oltre gli n = 2p elementi si consideri l'ele- 
mento 0, esso annullando le combinazioni prodotti in cui entra, non 
si altera il risultato precedente. Pertanto si può concludere che il 
lemma dimostrato sussiste anche per gli n = 2p + l elementi 

ai, a2 , . . . , «p-i , ap , 0, — ap , — ^p-i , . . . , — 02 — «i. 

Lemma IV. — La somma delle combinazioni prodotti & a A di n = 2p 
elementi due a due eguali e di segno contrario, qualora k sia pari ed 
uguale a 2g, è uguale alla somma delle combinazioni prodotti q sl q 
dei quadrati di tutti e soli i p elementi aventi lo stesso segno, presa 
col segno ( — 1)"*. Siano 

flfi, C/a , . . . , Cfp-i , ^p , — c/p , — ap_i ,...,= — 0^2 , — ^1, 

gli n = 2p elementi, e sia A = 2g. Se 

è una delle combinazioni a 2g a 2^ eseguita sopra gli n elementi dati, 
ed in cui una almeno delle ai aa... a2p, ad esempio a», e diversa da 
tutte le altre, si potrà sempre trovare un'altra combinazione in cui al- 
l'elemento Qai sia sostituito l'elemento stesso cambiato di segno, onde 
le due combinazioni prodotti avranno segno contrario, ma Io stesso 
valore, e la loro somma sarà nulla. Però essendo A pari si debbono 
avere anche delle combinazioni in cui le ai a» . . . a2q sono due a due 
eguali; e con queste combinazioni si saranno evidentemente esaurite 
tutte le combinazioni possibili a farsi con gli n elementi dati A a k. 
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In tali ipotesi sì ha 

= (-!)" «%.-«%,••■«%,• 
Ora m queste coiiìbi nazioni non si può scambiare un elemento] 
qualsiasi a^^ ne!! elemento stesso cambiato di segno, giacché si otter* 
vebbe una combinazione, in cui un elemento e ripetuto due volte. 
Sicché queste combinazioni sono tutte dello stesso segno ( — 1)'\ e non , 
possono ridursi. Inoltre, come è chiaro, esse non sono altro che le ' 
combinazioni q ^ q eseguite sopra gli elementi 

a\^ a\^ a*5, ... a\ 

Dicendo Àu^m la somma delle combinazioni prodotti k a A" fatte 
sopra 7i==2p elementi| potremo simbolicamente scrivere: 

A..., = (- 1^ SP {C..... ^.. . ^,:,^ } (, = ut. 3.. A) . 

Osservazione. — Se agli n elementi considerati aggiungiamo lele- 
mento 0, non si alterano i risultati precedenti; quindi la formula 
stabilita vale anche per ^i^2p + l elementi, se tra essi vi è lo 0, 

Teorema L — La trasformata a radici aumentate di A, con A che 
annulli il coefficiente del secondo termine, costruita sopra una equa- 
zione di grado «, la quale ammetta radici che formino una serie in 
cui la somma di due termini egualmente distanti dagli estremi sia 
costante, ed eguale alla somma degli estremi stessi, e rei caso di n 
ìmpari, il termine medio sia eguale alla semisomma degli estremi: 

1) ammette radici due a due eguali e di segno contrario; 

2) ha nulli tutti i coefficienti di posto pari; 

3) un coefficiente qualsiasi «1,=^,, di posto impari è uguale alla 
somma preceduta dal segno (— l)** delle combinazioni prodotti gag 
eseguite sopra i quadrati di tutte e sole le radici che hanno un me- 
desimo segno. 

Sia Vequaxione primitiva 

3^ + Aia7°-^ 4- A^""-^ + . . . A.-iOJ + A„ = 0, 
la quale ammetta le radici 

che formino una progressione nel modo supposto dal teorema. Il coef- 
ficiente del secondo termine della sua trasformata a radici aumentate 
di h è, come si conosce 

nfn-^i)A + Al, 

il quale si annulla per 

A = -^- 
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onde per il lemma I le radici della trasforma 
diminuite di h, formeranno una serie, in cui 
stanti dagli estremi sono eguali e di segno e 
stessi. Allora per il lemma III la somma delh 
a kj per A' impari, di questi elementi, ossia i 
della trasformata, saranno nulli. Infine per il 
qualunque k=^2q di posto impari sarà egua 
segno ( — ly) delle combinazioni prodotti q 
dici, le quali siano affette da un medesimo s( 
Corollario. — La trasformata a radici 
equazione di grado n, che ammette radici ii 
con h che annulli il coefficiente del seconde 

1) ammette radici due a due eguali e di 

2) ha nulli tutti i coefficienti di posto p 

3) un coefficiente qualsiasi ak=2q di posto in 
preceduta dal segno ( — 1)*» , delle combinazii 
sopra i quadrati di tutte e sole le radici dell 
un medesimo segno. 

Teorema IL — Inversamente, se le trasfoi 
di A, con h che annulli il coefficiente del s( 
sopra di una equazione di grado n; ha nu 
posto pari: 

1) La trasformata ammetterà radici due 
contrario; 

2) un coefficiente qualsiasi di essa a]c=2q( 
dalla somma delle combinazioni q bl q ese^ 
tutte e sole le radici della trasformata che 

3) la equazione primitiva ammetterà rad 
serie, in cui la somma di due termini egualme 
è costante, ed eguale alla somma degli estreir 
impari il termine medio di questa serie è ugm 
estremi. 

Infatti se rappresentiamo l'equazione cor 

Ir" + Aia?»-^+ A2:c'^-'+ . . .+ A„- 

la sua trasformata a radici aumentate di h ce 

la ipotesi 

a?" + «90?"-^+ a4X^-*+. . 

in cui la or è elevato a gradi tutti pari o ti 
p, Y» • • • sono radici di queste equazioni, le 
— P» — Y • • • cioè essa ammetterà radici du( 
contrario. 

Per conseguenza, in virtù del lemma IV, i e 

^2 , Ct*ì Afe , ... , C?k-2.i 
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saranno dati dalla somma delle combinazioni prodotti ^ a ^ degli 
elementi a% ^% y'»- * - prese col segno (— l)"'. 

Infine le radici deirequazione priniitiva, che sono le 

a, p, Y* -—Ti — Pi —«I 
dirninnite di /^ per il lemma II, formeranno nna serie nel modosup* 

posto dal teorema. 



IV. 



4 



Abbiamo dimostrato che, dato un seguito di n ìinnieri tale die la 
somma di due termini egualmente distanti dagli estremi sia eostante 
ed eguale alla somma degli estremi stessi, e nel caso di n impari, il 
termine medio sia eguale alla semisomma degli estremi; se chiamo u 
Ja somma di questo seguito, e dinunuiamo ciascun termine del vi 

', otteniamo un altro seguito di numeri due a due eguali e di 



Jore 



segno contrario. 

Un caso particolare di un seguito siffatto è, coma facilmente ai 
vede, una serie dì numeri in progressione aritmetica. 

Consideriamo ora particolarmente questa progressione 

Siano gli H elementi ; 

a + Orf, rt 4- d, a + 2d a + Ìn-'2)d,a + {n —1) d 

e 31 supponga n^^2p. 

Due termini che siano egualmente distanti dagli estremi ed occu- 
pino un posto qualsiasi p — s a partire dagli estremi stessi, saranno 



^ 
4 



a^ip — S- 
ed essi, diminuiti di 



1)(; a + {p + 3)d, 



-=a + -^— rf, 



divengono nella nuovEi serie 

2j + 1 



d, 



+ '-^d. 



2 "' ^2 

Pertanto i termini di questa serie si otterranno ponendo in queste 
due formule successiYamente 

« — 2 



4 



Se n è impari, sarà, come è noto, — il termine medio della pro- 



gressione. Poniamo 



— = fl+K 
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e consideriamo il termine che occupa il posto k — sa partire da un 
estremo; esso sarà a + (4 — s)d^ ed il termine che occupa lo stesso 
posto a partire dall'altro estremo è quindi a'\- (k-\-s)d. Diminuendo 

ambedue questi teiTnini di — si ottiene. 

— sd, + sd, 

onde tutta la nuova serie si ottiene ponendo in queste espressioni 

s = 0, 1,2...^^. 

Ciò premesso, sarà facile stabilire un criterio per riconoscere se una 
equazione data ammetta o pur no radici in progressione aritmetica. 
Infatti si abbia l'equazione 

x"" + Aia;»-* + A8X»-*+ . . . A„-i j; + An = ; 
costruiamone anzi tutto la trasformata a radici aumentate di A, ponendp 

*= — ^=-A-' 

W(n-i) n 

e sia questa trasformata 

y" + «ij/""' + «22/""' + . . . «n-i 2/ + a» = 

se nessuno o non tutti i coefficienti della forma ak=2q+i sono nulli, con- 
cluderemo che la equazione data *" non ammette , radici in progres- 
sione aritmetica (Teor. I, II). 

Se tutti i detti coefficienti sono nulli, in virtù dei teoremi prece- 
denti si può asserire che le radici della equazione proposta formano 
una successione di n termini tali che la somma di due equidistanti 
dagli estremi è costante, ed eguale alla somma degli estremi stessi; 
e nel caso di n impari, il termine medio è uguale alla semisomma 
degli estremi. Però questo non ci autorizza ad asserire che la serie 
predetta sia una progressione aritmetica. 

Consideriamo allora nella trasformata i coefficienti di posto impari 
dati dalla formula 

a.«2.= (-l)^SP{C,.,,a,.. ..;.,}, 

ove ax,a%,.. sono i quadrati di tutte e sole le radici dello stesso segno. 
Se le radici della equazione proposta sono in progressione aritme- 
tica, sappiamo che quelle della trasformata 



sono date per n pari da 

25 + 1 

2 



ai , «2 , . 



• » «n , 



d 5=0,1,2.. 



n — 
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e per » impnrì da 



srf 



s=0,1.2, 



« — 1 



Sostituendo nellit furmula precedente, si avrà: 

ove con H^ s'indica la serie dei numeri elevati a quadrato cbe si 
ottengono, per n pan, ponendo in — ^ — i 5 ^== 0, 1| 2 » , . — ^^ — ; e per n 



impari dando ad s i valon 5^=0, 1,2. 

ceBsivameuto .s ^ 1, 2^ 3 . , . —r^ — * 

E pai che è noto essere 



tf — l 



, ovvero facendo suc- 



, 12(n — l)At" — 24>iA, 



"* «^{«^-1) 

concluderemo che ì coefficienti di posto impari della trasformata a 
radici aunieuttite di h^ con h che annulli il coefficiente del secondo 
termine, di una equazione che ammetta radici in progressione aritme- 
tica, Bono dati dalhi formula 

ove per n pari sìa 



« — 2 



H- = f^)'. . = 0,,....!^ 



e per n impari 



H'' = s» 



s=l,2 



« — 1 



Ad esempio sia data l'equazione 



69 



j:* — 21"+ Ux* — lar + j = 0, 

e si costrtiisea l'equazione a radici aumentate di — ; ciò che può faisi 
assai facilmente con la regola di Hurnei'; 



1 










m 


¥ 


1 


2 


14 


-13 


4 




1 


y 


53 


51 


225 
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■4 
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Iti 








al 








1 


— 1 


4 
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Poiché i coefficienti di posto pari si annullane 
cienti di posto impari sono dati dalla formul 
bilita. 

Operando si ottiene: 

., = -SP{C(, ,)J(-5, 
a4 = + SP/C,, ,a 25 



/C/ 1 9 V l 

l (T'T)J 



onde concluderemo che la equazione data am 
sione aritmetica. 

Si abbia inoltre l'equazione 

a^ + bx'— 3lx^ — 113ar" + 282j' - 

la sua trasformata è 

ina essendo 

potremo asserire che le radici della equazioni 
successione in cui la somma di due termini ec 
è costante, ed eguale alla somma degli esti' 
termine medio e uguale alla semisomma do 
successione non è una progressione aritmetic 



Rimane dunque per mezzo delle considera:: 
metodo generale di risoluzione, per una equa:; 
in progressione aritmetica. 

Data infatti una equazione f{x) = si p 
nel paragrafo IV, riconoscere se essa ammeti 
aritmetica. Se la prova riesce favorevolmenti 
risolutive del paragr. II, e con esse si ottien : 
progressione^ e la ragione di essa; e quindi 
progressione aritmetica i cui termini sono 1; 
data. 

Osservo per altro che alcune volte come ii 
se f\x)^=^^ ha radiai in pi'ogresì?ione tuitinel 
eia troppo elevato {non superi il nono grado i 
facilmente risolubile, e cosi nel ricercare se 
pur 110 le radici in progreBsione aritmetica si , 
Kione di essa senza necessitii dì applicare le 
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E ciò si verificherà anche ogni volta che si sia in presenza di 
una equazione, la quale abbia radici che formino una successione nella 
quale la somma di due termini egualmente distanti dagli estremi sia 
costante, ed uguale alla somma degli estremi, e nel caso in cui il 
numero dei termini della successione sìa impari, il termine medio 
della stessa sia eguale alla semisomma degli estremi. 

Dopo ciò ecco alcuni esempi di risoluzione delle equazioni consi- 
derate. 

I. — Sia data l'equazione. 

x'' — 20a:« + Ibx' + 1680a;^ — 6342.r« — 39480:^'^ + 182510a^* + 

+ 258320a;» — 1267659j*' — 220500j? + 1091475x= 0; 

la sua trasformata a radici aumentate di — ( — -^j è 

:r'^ — 165j;« + 8778a;' — 172810.X'* + 1057221 jp» — 893025 = ; 
e poiché si ha 

aa = — SP|C,j^ ^ 25 49 si^x\4 = — 165 

\ V 4 ' 4 ' 4 ' 4 ' 4 /il 

at= SP|C,_5^ j^_„ 49 y^xU6 = 8778 

Oe = — SP/C/j^ ± ?i « ^x \ 64 = — 172810 

«8= SP/C/|J^ L L 1\ 256 = 1057221 

aio= — SPfC/j^ l_ L L «l^A 1024 = — 893025, 

\ V 4 ' 4 ' 4 ' 4 ' 4 /s/ 

possiamo asserire che l'equazione data ha radici in progressione arit- 
metica. Applicando le formule del § II si ha: rf = 2, a = — 7, onde 
le radici dell'equazione saranno 

— 7, —5, —3, —1, 1, 3, 5, 7, 9, 11. 

IL — Sia data l'equazione 

x' — bx' + 23x» — 49^^ + 80a; — 50 = 0, 

la sua trasformata è 

x^ + ÌSx^ + SGx^O, 
e poiché 

ri, = -SP{C(i.4h}(-f)=13, 

l'equazione proposta i^on ammetterà radici in progressione aritnieticn. 
Possiamo per nhro risoh^tire la trasfornjata, ed ottenere per l'equa- 
^ìone duta la radici 

1 + 3V'^ l+^V"^ 1 1— 2V'^ 1 — 3V^, 

Cesare Camillo Cortesi* 
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Dalla formola (5) del § 3, quando la successione Y Im la prima 
caratteristica nulla, risulta 

Perciò per risolvere in numeri interi la (22), si costruisca la pro- 
gressione aritmetica di cui primo termine B + C e la ragione è B< 
essendo B o C interi qualunque e si ponga 

essendo *^ vì, ì\ s numeri interi e n ed m sono maggiori di r ed s. 

Possiamo trovare una soluzione in numeri interi della (22), appli- 

o — % 
cando la formola (19) del § prec- Abbiamo trovato che se e f^^ o^^ ' ** 

Se la successione V ha per caratteristiclje 

A = l, B=0, C = 

cioè se è la successione dei quadrati dei niimeri interi^ abbiamo 

{n + af + {rn + pf + (n/i + t)= + 0« ^^f = 

- (... + ar + (rm + ^^ + (rn + y)' + in + Sf - 

Onde una soluziouìe in numeri interi della (22) è data da: 

essendo n, m, cf, p, y» S interi qualunque e v^qZI~ *'^tero* 
' . » P T 

9* E noto il teorema di Fermai: " ogni ninnerò è la somma dei 

quadrati di quattro numeri interi (o di un minor numero di quadrati} ,* 
Noi mostreremo che: 

0(fni numero infero Bt può sempre decomporre in in finiti modi nella 
anni ma dei quadrati di quattro numeii- (inferi o frazionari). 

Si è visto che se è r=^ ^_: . si ha l'eguaglianza 

(n+a)' + (,-« + pr+(rm + Yr + (»> + 5)' = 

= (//. + a)» + (nn + ^)' + {m + y)' + (« + 5)'. 



(23) 



Ora tale eguaglianza che noi abbiamo nell'ipotesi che i numeri n, 
Hif r, o£, Pi Ti 5 fossero numeri iuLerip sussìste evidentemente anche nel 
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caso in cui essi o parte di essi sieno numeri frazionari. Essendo ora X 
un numero intero, avremo per il teorema di Fermai 

X = U + M" + N» + P' 

ove L, M, N, P sono numeri interi. Fissiamo ad arbitro il valore delle 
quantità § ed n che compaiono nella formola (23) e poniamo 



essendo inoltre 



rm + Y = N 






5 — g 



(24) 
(25) 
(26) 
(27) 

(28) 



Risolvendo il sistema di equazioni (24), (25), (26), (27), (28), risulta: 



a = L — n 

(M — 3)"g + nMN — M+P)~n(P — L)(M~P) 



r = 



m= 



(P-L + «)n' + (M-p) (N - P)« 



(29) 



(L-n)n'-(M-g)(N-3)n + (M-P)'P 

(M-p)« + n» 

M-8 
r = 



Scegliendo per n un valore diverso da zero, (M — p)' + n' è sempre 
diverso da zero, e perciò a, y> *>*t ^> *" saranno numeri o interi o fra- 
zionari. Ponendo allora 



avremo 



Li = m + a, Mi = rm + §, Ni = rn + Y» Pi = » + 8, 
X = L»i + M»i + N\ + P»i; 



ed essendo § ed n arbitrarii potremo ottenere in infiniti modi i numeri 
Li, Mi, Ni, Pi. 
Così è 

383 = 3" + 7' + 10» + 15». 
Essendo 

L = 3, M = 7, N = 10, P = 15 
e ponendo 

p = l, « = 2 
Dalla (29) risulta 

23 41 ^ 109 

«=1. Y=-ìò' »'=io' «=-ir' ''=^- 

Quindi si ha 
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Bhnilmenie si ottiene 

3«'-(ir+(f)'+ §)"+(!)'- 

IO. Nei §§ precétìeiiti abbiamo studiato molte proinìelà delle suc- 
cessioni V; ora ci [nopoiiiamo di risolvere in alcuni casi il seguente 
probi eiTìii : 

Ddtrminar» feapressmte generale delie cmfjtterlstiche di una succes- 
sione V, ì CHI termini devono mddisfarf ad una data relaziùne* 

a) Risolveremo il sBgutìnte problema: 

Dettìrmiiiar© T espressione generalo delie caratteristiche di mia 
successione V che gode della proprietà che la mmmn di 2A' + 1 suoi 
ttf*mini eonsecutivi è il quadrato dì un mimerò intero. 

Essendo 

2/i + 1 termini consecutÌTi, si ha fut^ii mente 

v,^K + y.-uH + --.+ V.., .^1 + v,.^, = 

= (2k + 1) Ab^ + (2i + 1) Bn + {{2k + 1) C + 2A%^^1 (30)1 

essendo A, B, C le caratteristiche che si devono trovare e Sf.t Ift somma 
dei quadrati dei primi k numeri interi. 

Il discriminante del trinomio (assumendo la n come variabile) 

(2it + l)An* + (2k + l)Bn + ((2/^ + 1)C + 2AS,,k) 

(2k + ir B^ - 4A'{2ft + 1) m + 1) C + 2AS..a 

Se esso h nullo, cioè se è, fatte le riduzioni e soppresso il fattore | 

comune 2A + 1, 

3 (B" - 4AC} = 4A^ Hk + 1) (31) 

il secondo membro della (30) è eguale a 

(2ft + l)A(« + .^)'. 



Ora se si pone 



A = (2/^+l)/*-' 
B^2(2i'+l)/iV 



(It numero intero)] 
(r numero iotero)] 



e quindi, come si ottiene dalla (31) 

C = (2i + l)/*V*-28.kA', 



si ha 



V„^,. + . . - + V, + . , , + V.^. = lH2k + l)(n + r)]\ 



Dunque il termine generale di una successione V tale che la somma 
di 2*4-1 suoi termini conBécutìpi sia il quadrato di unnmmro infero è 

(2fc + 1) AV+ 2(2/t + 1) AVh + {(2k + \)ìò' - 2S,.k hK 
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Gode evidentemente della proprietà indie 
il cui termine generale sia 

(2A; + !)«* + 2 (2A; + l)rn + (2A:H 

In particolare per k = l si ha la success 
rale è 

(ove r è un intero qualunque) e che gode dell 
di tre suoi termini consecutivi è un quadra 
b) Determinare le caratteristiche della i 
fra tre suoi termini consecutivi 

\ n-l ) V u , V u4-i 

ha luogo la relazione 

Abbiamo trovato (v. coroU. II del § 2) 

Affinchè abbia luogo la (32), deve quindi 

A« = B^ — 4AC 

cioè il discriìninante della successione deve esse 
caratteristica. 

Ricordando che, per le ipotesi che abbia 
si ha 

A = -^ e B = T 

ove h, k sono o ambedue pari o ambedue di 
caratteristica C e il doppio di ciascuna delle 
di una successione V che gode della proprie 
in numeri interi dell'equazione quadratica i 

Una soluzione dell'equazione (34) essend 

h=a,k=(2r + l)a,C=^, 

risulta che la i^uccessione il cui termine gei 
a 2 , {2k + l)a , kik 

T^ + — 2 — ^+ — 

e quindi anche la successione il cui termine 

^n' + ^{2k + l)n + ~l 

gode della proprietà (1). Osserviamo che tal 
numeri triangolari a partire dal termine di 




2<i4 
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e) Con analogo metodo si trova che fm tutte le succes-sioni V solo 
la sncci$slùne <ÌéI numeri triangolari gode *iella pi'oprietà che /d somwia 
iii due termini consecutivi è il quadrato di un nuìiiero intero, 

11. Cotisìdenamo ora in particolare la successione il cui ternane 
generale è 

Z« = An"+C, (35) 

la guccesslone cioè avente nulla la seconda caratteristici!. 

Tale sticcessione gode di tutte le proprietà clie abbianio trovato 
ili generale per le successioni V; in particolare ponendo B = nella 
formota penultima del § 7, si ha per la successione (35) la fnnnola: 



Se t^ 



la (36) diviene 



A=l C=0 



(30) 



i 



(h + sf + (sn — If = {sn + 1)= + (u - s)\ 

Abbiamo quindi il modo di determinare una soluzione in numeri 
interi delTequazione quadratica a quattro incognite 

pónendo 

Xi = Il -\- s, Xt =^sn — 1, .Ti — sn +1» Ji = n — s. 

Osserviamo inoltre clie se un numero X è la somma di due quadrati 

se è cioè 

essendo P e Q numeri interi, ponendo 

?i -|- S = P, S7i « 1 ^- Q^ 

H ed s sono le radici de Ueq nazione 

i>_p| + Q + l=0, 

e quindi, se ìt discriminante 

P_4(Q + 1), 

è il quadrato di un intero, n ed s sono numeri razionali, e perciò 
sono pure numeri razionali 

n — s e 5H -f 1. 

possiamo dunque dire: 

Se un numero X è la somma dei qi$adraiì dei due numeri interi 
P e Q, ed è 

P-^4(Q+I) 
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il quadrato di un numero intero, si possono sempre trovare due nu- 
meri R ed S razionali tali che sia 





X = R« + S^ 


Per es. è 






170 = 7» + 11* 


ed è 





7^-4(11 + 1) = ! 
un quadrato intero. Posto 

n4-5 = 7, sn — 1 = 11, 

n = 3, s = 4, 

170 = (n - sf + (su + 1)« = p + 13^ 



risulta 
e quindi 



Essendo Za, Z/? due termini qualunque della successione il cui ter- 
mine generale è 

An^ + C, 
abbiamo facilmente 



ed essendo 
risulta 



Za Zfi = k' 7.y + C (Z« + Zfi) - C«, 

AVp* + C = Z„/?, 
ZaZ/? = AZ«;j + C (Za + Zfi) — e ( A + C). (37) 

Per a = ^, si ha 

Z\ = AZa2 + 2CZ« - C( A + C). 
Moltiplicando i due membri della (37) per Zy si ha 

Za Zfi Zy = kZaa Zy + C(Za Zy + ZfiZy) — C ( A + C) Zy 

e quindi sviluppando mediante la (37) i prodotti 

Làa^ lày , Lia. ùy , Zi/^ Liy , 

risulta 

Za Z^ Zy = k^Za^y + AC (Za^ + Za, + Z/9y ) + 

+ CMZa + Z;? + Z,)-C(A + C)(A + 2C). 

In generale considerando il prodotto di h termini qualunque, si ha 
la forinola (della quale tralasciamo la dimostrazione perchè faci- 
lissima: 

Làa\ Imx^ m . . Ziah = A *" Z(aia2...a|i ~p A L/ ^Làaiaa...ay^_^ ~\~ 
+ A'-'C S Z„,« ...„„_., + . . . + A"-' C- S Z„,a,...a^_,^, + . . . 

(A + C)"-' — C-H 



... + C''-'SX- 
ove si indica con 



-C(A + C)('- 

^Ziaia2...a,,_.^j 
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la somma dtìi tvuinen Z i cui ihdici sono i prodotti ad A — i + l ad 
A^i + l, delle h quantità ai, a^, - . « ^ri,. 

Facilmente si dimostrano le segiientl proprietà dei numeri Z: 

1. Se 

aò = % 
sì ha 



Zfl Zj ' — Z/j Zy 



= c. 



2. Se S è la somma di n numeri Z, Io è pure 

essendo /^ uu nuuievo iutero. 

3. Se S 6 uu numero Z, lo è pure 

4. Se la prima caratteristica della successione Z è uu quadratu» 
se sì considera cioè la successione il cui termine generale ò 

D„=;*v+c, 

ove h è un numero intera dato, si ha 

Da D^ = Dboy^ + C (D. + Dn) - C (C + 1} 
D.D/v = h*D^ + C (Da + D,^) - C (h* 4- C), 

e quindi dalle due eguaglianze scritte, risulta 
In generala si ottiene 



e posto 

si ha la forinola 



Dak — Dj^fc-i^^ ^ ^. ^ + C 2 D^jfe_4 ^^^ ^ ^^^^ 4" ' 



. + C'SD,.^,_^ 



tnai,,, "t— i 



+ ...+C'*-'2D^ — 



ove si indica con 



-ac+Dac+ir-'-c-'), 



SD,,-,., 



aii^.*.fll,_^ 



la somma dei numeri D, i cui indici sono rispettivamente ì prodotti 
a A' — t a k^i dei numeri «i, sta . - . ak, essendo ciascun prodotto mol- 
tiplicato per A^"'^^ 

Si ha pure la far mola: 
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Risulta inoltre: 

Se S è la somma di m numei'i D, lo è pure 

Se S è un numefo D, lo è pure 

/ji.k-i)D_c(A5C'^-i)_l). 

5. Considerando la successione E il cui termine generale è 

E„ = A:V-1 
essendo k un uumero intero abbiamo facilmente 

EaE/? + Ea + EyJ = Eka/? 

cioè : 

Il prodotto di due numeri della successione E aumentato della loro 
somma è un numero della successione. 

12. Sui numeri della forma Bn + C, ove B e C sono interi dati, 
e B>C dimostreremo il seguente teorema: 

La condizione perchè il prodotto di due humeri della forma Bn + C 
sia un numero della stessa forma è che sia 

B = kC, essendo k un divisore di C — 1 
oppure 

B = h (C — 1), essendo h un divisore di C 
oppure 

C=l. 

Infatti consideriamo i due numeri 

Bn + C e Bm + C. 
Si ha 



(Bn + C)(Bm + C) = B (Bum + Cm + Cn) + C«, 
Bnm + Cm + Cn = a, 
(B^i + C)(B»J + C)=Ba + Cl 
Se Ba -j- C" deve essete un numero della forma Bp 4" C, sarà 
B:^ + C^=Bp + C, 

CfC-1) 



e posto 
risulla 



da cui 



B 



p — ^*' 



E^ssenOo p — a intero, iiftìnchti C(C — ^1) sia multiplo di B» essendo 
pei" ipotesi B>C, dovrk essere B = kC^ essendo k un divisore di C — 1 
B^A^{C^1) essendo h un divisore di C, Se e B^A;C, essendo 
ineltre C -- 1 ^ Ar, 

(Cifi + CJ(Citm + 0) == Ck {Chim + Qm + Cn) + C* - C -f C -- 

= CkiOkfWì + Cm + C;i + f) + C = Cp + 0. 



i 
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Nel secondo caso si ottiene pure, posto C==hsj 

{h(G - 1) « + C)(A(C - 1) n + C) = h (C - 1)(A(C ~ Inm + Cn + 

+ Cm + «) + C = Bp + C.. 

Infine se C = l, il prodotto (Bn + l)(B»/i4-l) è evidentemente della 
forma Bp + 1- 

Notiamo per ultimo che il prodotto di 2/i numeri della forma 

(N + r)X + N 

si- può porre sotto la forma (N+r)Z+^"*. mentre il prodotto di 2A-}-l 
numeri della medesima forma (1) si può porre sotto la forma 

{N + r)Z + Nr^ 
In particolare si ha 

((N + r) X + N)» = (N + f)((N + r) X» + 2NX + N - r) + r\ 

Quindi per trovare una soluzione in numeri interi dell'equazione 
quadratica indeterminata 

. x^ --= ay -{- z^, 

ove a è intero, basterà porre 

essendo N ed r ambedue interi e quindi si otterrà la soluzione voluta, 
ponendo 



.r = a:t +N 



Attilio Crepas. 



LA RADICE QUADRATA D»DN INTERO 

E UN CERTO GRUPPO DI TRASFORMAZIONI 



In alcune lettere a me indirizzate il dottor Guido Fubinij un va- 
loroso allievo della Scuola normale superiore di Pisa, neo-profes- 
sore air Università di Catania, solleva dubbi circa la possibilità di 
gruppi coiitiimi dì trasformazioni tntie decomponibili finitamente, mal- 
grado resistenza di siffatti gruppi sia dimostrata in un recente mio 
lavoro pubblicato dalla IL Accademia dei Lincei. {^) Mette perciò 



{'} BtMdieotttif YQh XII fnfio^ 3", febbraio 19<VÌ. — Io cr^fìo f*t'mam«nié {€onì il ^oHqt Tabìm) tk^ 
gruppi dftiad dtiìta proprietà ttn Lsi roìntti nati poMUf^uo «tittert (quandù mn H^i^H^tt-ti finito di éitu^nm^ 
gitami dàHH^ H cr ite ria pff la dtciìmpomibilHà in u fattori} «Ab fs i pam nutrì tatto nattabiSi ifl 
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detto prodotto non muta, se ne iufemce che le (1) sono altresì per- 
mutabili fra loro a due a due. 

Resta a dimostrare che. se jii e (if non sono minori di m né supe- 
rano il minore dei limiti (ti), anche del numero 

|Jti|i»+ D 

accade lo stesso. Si ponga perciò: pi^c«j + 3ti: [ia = ttì + 5lf, inten- 
dendo per li Q Xs due numeri compresi neirintervallo da a 1, E poiché 

pi + ti. '**^2ttì + Xi + X*' 
si vede intanto che quei prodotto è maggiore di co. Poiché inoltre 



Xi + Xa>2W.i, 



2tD > r , 



o anche 

e d'altra parte 

sommando verrà: 

2(i) + X,4-^i>r + 2Wa>r + XiA,. 
Il detto prodotto non può dunque superare co + 1. Finalmente esso 
è minore di t^H- — , perchè la disuguaglianza 



r + XiX« 



u> 



2tD+XiH-X. 
si riduce all'altra 

wXiXa < tar + r (Xi + X»)* 

la quale è vera, perchè, non potendo Xi>s superare runìtà^ 

«tìXiXi <^ iùf\ 

Le trasformazioni (1). ayche quando il loro parametro sia conte- 
nuto tra i limiti sopra fìssati, formano d un quo nn gruppo che chia- 
merò T\ come nella mia Nota pubblicata dai Lincei. (*) 

8 
2. Se D ^ 19, i limiti del parametro p saranno 4 e 4 -V » Vediamo 

su questo esempio come si possa sviluppare VlO in frazione continua 
ordinaria. Si consideri una trasformazione di T\ per esempio la tras- 
formazione 



^^- 127+9/' 



{»} IJ gruppi |»rì}iejpftl« eonsi^erAto iit qualla KotK ìm ìì parimetro vArliib'10 f1« **i i^ n,^ì, 
nòti fl^elnni gli entrami. Esto ei^ìnelde emi /" qtifindik r !> «u ; eampF«nd« F' a no h pivi àmp;o 



fi 

1 

ncA 

(quc 

qua 



ell'ì] 
irati 



Si 



f 83 
f 65 

)rma 



cato. 



z + 

3 COI 

di > 

più 

bti V 

ciò 

'erto 
•gei 



)bo il 



ìli nAiunnco m matematica, 

è un po' lunga e complicata. Nella speranza di poterla semplificare, 
ne rimetto la pubblicazione ad altro tempo. Proverò allora eia che 
ho già verificato miireHt'nipìo D^ll*, che cioè; se Un è U prodotto 
dì lì irasfonmi2ÌQni quidunque dd gruppo Y\ e «^ ài, ai, a* , . • . mno 
i quozienti incompleti ddVordinurh sviluppo di \\} in frazione continua, 
si ha sempre 

ilii = [Oi , «,, a^,.., Un , ^^_r'g j t 

con w, p,Y»5 positivi nulli; a>Y e il determinante et5 — py differetitr 
da ^firo. 

3- Vengo ora al corollario della decomponibilità finita. Se si pone 

(pti +yD)(iiB + lT)ì .... (\i. + in) = A. + B„ 1 D, 
è facile verificare che 



n.- 






Conseguentemente 

A.e + DB,. ( az + i \ 

B„.r 4- A„ ~r ' ^" '"'-■'""' Yz + si' 

Facendo in quest'ultima eguaglianza ^^'xepoi 2 = 0, si otterranno 
le altre due 

DB,, / 9\ 

E poiclìè i secondi membri ^ per la nota legge di forinas^ione delle 

ridotte, sono compresi- Ira le ridotte (n — 1)*"* ed n^^^ di iti, lo stesso 

A,, 
avverrà dei primi. Essendo pertanto „" uguale al pai^ametro della 

trasformazione !!„, si conclude che: ìjc nna frasfommzione del gmppoV 

è il prodotto di n fatturi, il suo paramelro [i, nonché il quozim^e ^** 

sono compresi fra h ridotta (n — 1)»"'^ e la ridotta n"'^ di VD. Una 
trasformazione decomponibile in hìfiniti fattori avrebbe dunque it 
suo parametro pi eguale al liiaite comune a tutte le coppie di ridotte 
consecutive di VD, cioè a VD. Ma questo caso si può subito esclu- 
dere, supponendo che \i sia razionale; (*} dunque il gruppo T\ qua- 



r*^ QueAiH flUFtpaftUhme «i (a puie nolt& mlm Kotn %\ Lincei, ^^ve ì binomi delln r0rmft /t -}- V !>« 
diFAUiatJ ivi (ì tum ptìr nnllik biMo^uì irraitoitaii. nono a ot lupo fa Lì a enfiali elio fnpi' dell» d«tU tpot*»* 
UDII jiVrebberu atgtullcnto. Goal iici.J r^rt^tltu'ité r^pOElsiia teatUALiritMiLtì al ii. -i dot pr^Bv^nte ■ci'kt1# 
elle pei-i v^ja nficUe ijnaMdu Jti ,ti nono ìit$>z\ou».Vu il Fiitoinì mi appena qiuiklie mjincaEA dieliìAn* 
iihttv e.tpUcitA fful propoaitM, Kr» liiutlin: lua rumuuqi» Din, eporo avrà supplito il buon erit«ii«* 
s^f^f^ituUo il buon vuLvris, d«gU aHtì lettori. 
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lora (i sia razionale, non contiene trasformazioni decomponibili al- 
l' infinito, e ciò prova il mio asserto. (*) 

4. A pag. 82 della mia Nota pubblicata dalla R. Accademia dei 
Lincei si legge un corollario che mi sembra molto interessante, ma 
la cui dimostrazione non potei ivi suflScientemente sviluppare, per 
mancanza di spazio. Lo farò qui appresso dopo averne premessa 
l'enunciazione, quale si legge nella suddetta Nota: Se i numeri |xi, 

tJi3 , . . . (In non sono minori di o) né maggiori di — , e se si pone 
(|ii +VD)(ix, +VD) .... (liu+ VD) = An + BnVD, 

An — 

il rapporto -^ è compreso fra le ridotte n™» ed (n — 1)"* di VD. 
Infatti, se i numeri |jli , |ia , . . . [jlu , oltre ad essere non maggiori 

D 7* 

di — , cioè di (oH , sono anche non maggiori di cd+I» il teorema 

An 

fu già dimostrato, perchè ^ è il parametro del prodotto delle tra- 
sformazioni ([II), ([Ì2) , . . . (|in), che nell'ammessa ipotesi appartengono 
tutte al gruppo V. Si supponga dunque che una delle [i, per es. |ii , 

entri neir intervallo da (o + 1 a — , che cioè si abbia jai > co + 1; 

(li <. — . Da queste due ipotesi, aggiunte alla relazione r < 2a) + 1» 

si deriva facilmente che — non è minore di o), né maggiore dei due 

[Il 

limiti (0 + 1 e — ; talché il rapporto — rientra nei limiti fissati per 
il parametro delle trasformazioni di F'. Se pertanto si pone 

(S +^'^) (l^« + ^^) • • • • (l^n + V'D) = P„ + QuVD, 



;* E di questo parere è anche il dotloi* Fubini il quale, abbaiidonati gli estremi d'intervalli e 
i eaai più sempliei, che non sarebbero più a proposito, soggiunge : * Se nel suo esempio si 
suppone fi razionale, si cade nella classe di gruppi iu cui la decomponibilità di una trasformazione 
in n fattori (anzi anche p. es. in un solo fattore, ossia l'appartenenza al gruppo) non si può far 
dipendere da un numero finito di disuguaglianse. E per questa classe di gruppi io ho ammesso pos- 
«ibilisgiiHo che accada quauto Ella afferma, come risulta dalie mie lettere ^. — Quel " possibilissimo „ 
del dottor Fubini mi basta, e n'ho d'avanzo per la mia tesi; non avendo io mai fatto questione di 
classe, ma di gruppo continuo, qualunque ne sia la classe. Aggiungo poi: l^. Che dato il mio gruppo 
qual è, non pare che nella classe cui esso appartiene o si voglia ascrivere ne esistano di più sem- 
plici, se non più interessanti (si noti che quel mio gruppo ha speciale importanza nella teoria delle 
forme quadratiche, come, mostrerò in un prossimo lavoro). 2o. Che la nota in fondo ni presente 
ncritto prova come, anche in eerti casi noi quali le riserve del dottor Fubini non avrebbero ragion 
d'essere, anzi si possiede la forma esplicita del gruppo, senza esclusione o limitazione di sorta, 
esistono gruppi continui di trasformazioni tutte decomponibili finitamente. 3o. Che il dottor Fubini. 
a giudicarne dallo sue parole, pare confonda l'appartenenza al gruppo col numero dei fattori; il 
che se facesse, avrebbe torto. Se infatti per definire la natura razionale di un parametro letterale 
un numero finito di disuguaglianze può essere insuflSciente, lo stesso non può dirsi quanto al numero 
dei fattori di una data trasformazione. La determinazione di tal numero dipende invece, almeno pel 
mio gruppo, da un algoritmo finito (v. il n. 5 di questo lavoro). 
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7t^, non che -p^, saranno compresi tra le ridotte «"»* ed (n — 1)"'* 

Vii _ A 11 

di VD, Hcritta la precedente eguaglianza sotto la forma 

{\ii H- miv^ + VDK . . . (|in+ V'D) - li, (q. + XF Vd) = F + G VD, 

F DQsi 
il rapporto "q^ -p— sarà dunque compreso tra la n""* e la (n— 1)*°* 

ridotta di VD, come dovevasi dimostrare. Ora poi clie una [a l> en- 
trata neir intervallo da w ad o) + 1t si supponj^a che ve n*entri 
un*altra e si ripeta la dimostrazione precedente; quindi una terza e 
si ripeta la dimostrazione, e cosi via. 

5, Dissi già che il parametro d'ima trasformazione decomponibile 
in n fattori dev'essere compreso fra lo ridotte ji*»* ed {n — Ip"* di yb* 
Errerebbe tuttavìa clii, invertendo il teorema, ne traesse un criterio 
per riconoscere il niaÀsimo numero di fattori ne* quali una data 
trasformazione del gruppo F è decomponibile. Un criterio stalnlito 
esiste invece, ed è semplicismmo, per quel gruppo T il cui parametro 
varia da ci) ad (*> + l, gruppo che coincide con r quando r >iti>, e 
ne è invece un sottogruppo quando r < w. Nella mia Nota più volte 
citata dimostro infatti il seguente algoritmo che vale a determinare 
il massimo numero di fattori in cui si può decomporre una data 
trasformazione del gruppo 1\ Premetto che ralgoritmo è diverso, 
secondochò r ^ w. 

Se Y > ù), si forma V espressione 

e poi si cerea qufd è il ìtìinimo mlore che bisogna dare all' escùti ente k 
affincìù', ridotta l'espressione a forma di binomio irrazionale p -f <ì 1 1* - (*) 

p . 

il rapporto ~ cessi di essere comprem neW intervallo da m a tij + 1, in 

cui perk^i^ ìì ecessa rhmef ite sì trova. {**) Detto mìnimo valore deìVespo* 
nenfe ìndica il numero massimo domandato. 



{*ì Sn H iioii fùtnt ra^ioiittle, %ììnì ijgnifloAto ft^rRbba quest'i nduO. e1i« lùlj^Q ilaHii mÉn Xoti» 
«trmke dirvttAQieiiU coaÌ: Pongaci 



Si Avrà pure 



\- ì D ^ mi 



8« il er«SMr0 itì4iflt)it«iuent^ é\aì npporto ^ iioit e«isiiaf« nvnJ di «tstr^ eompre»o ir«irìii^ei*- 
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Se r < (0, si opera nello stesso modo, ma facendo uso dell' espressione 
((i + fD)(a) + l-VDA 

Se finalmeìite v = w, si può far uso dell'una o delV altra delle due 
precedenti espressioni. 

Di alcune notevoli applicazioni delle cose esposte all'aritmetica 
tratterò in una prossima Nota. 

G. Frattini. 



NOTA. 

Invece di supporre D numero (intero, positivo e beninteso non quadrato) si 
supponga polinomio intero e di grado pari per rispetto ad una lettera a. Si sup- 
ponga inoltre :_1° che \3k sia una funzione razionale di a; 2^ che tale funzione abbia 
comune con Vd la parte intera. Anche in questo caso algebrico le trasformazioni 

formeranno un gruppo. Di piii, indicando con tTb il prodotto di n trasformazioni 
del gruppo, e con ai,a», as,... i quozienti incompleti consecutivi che si ottengono 
applicando a ^D quell'algoritmo che varrebbe a svilupparla in frazione continua 
qualora D rappresentasse un numero, si avrà anche per questo caso: 



_ Ang + DBn 






dove a, p, y, ò sono polinomi interi in a, e il grado di a supera quello di y. Po- 
nendo 2r = 00, si ottiene 

Di qui si vede (per essere il grado di a maggiore di quello di y) che: ae una 
trasformazione del gruppo è decomponibile in n fattori, il parametro della trasfor- 
mazione, sviluppato in frazione continua, deve avere comuni con yD i primi u 
quozienti incompleti.Verciò se VD e il parametro d*una data trasformazione avranno 
comuni k quozienti incompleti solamente, la trasformazione non sarà decomponibile 
in più di k fattori. Ne segue che le trasformazioni del gruppo sono tutte de- 
componibili finitamente. Perchè, se taluna ve ne fosse decomponìbile all'infinito, 
il suo parametro e VD dovrebbero avere comuni tutti i quozienti incompleti. Ma 
ciò è impossibile, perchè la serie dei quozienti incompleti di {x è limitata, mentre 
quella dei quozienti incompleti di Vd è infinita. 



Tallo da a> ad (o-\-ly esso dovrebbe tendere a un Umite compreso neirintervallo stesso, epperb 
positivo. Invece esso tende al limite negativo (— V D), come ai vede osservando che 

lim ( V~D-^'> Y^o, 

k-« \_Vir_ J 

Fa eccezione il caso /(~VD< cbe però va escluso, come già fu detto. 
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11=0 


-ll-l 


u = b 

a»» + S Cu 

u=l 


«U-« 



Si noti che il parametro del gruppo algebrico qui considerato non è a^ ma la 
sua funzione razionale. Di questa si conosce peraltro la forma algebrica, che è 



««)(«) + 



dove (i)(a) denota la parte intera di VD, h un numero intero e positivo qualsi- 
voglia e Cu , Cu indicano coefficienti numerici arbitrari. — Dove sono qui le eaclu- 
sioni? Dove le infinite disuguaglianze del dottor Fubini? Questo esempio, che non 
è se non il riflesso algebrico del caso aritmetico considerato nella discussa mia 
Nota, sfugge dunque al dilemma dell'egregio dottore. Esso prova quel che dissi 
fin da principio; che cioè il dilemma: o esclusione di estremi, o disuguaglianze in 
numero infinito, come fallisce nel caso algebrico, può anche nel caso aritmetico dar 
nascita a giustificati dubbi. 

Avvertenza. — Il dottor Fubini, cogliendo a volo una frase contenuta nella 
mia Nota (che cioè le trasformazioni di un gruppo di Lie propriamente detto sono 
decomponibili all'infinito), solleva dubbi anche su ciò. Per tagliar corto, osservo 
che si tratta di una frase isolata, che non ha nulla da fare con la tesi del mio 
lavoro. 



SIL POSTULATO DKLL' EQUIVALENZA 



/ 



i. Dirò estensive quelle figure che, come le lunghezze, gli angoli, 
le aree e i volumi, si possono scomporre in parti omogenee al tutto; 
allora la definizione di Duhamel sull'equivalenza si può esprimere: 
Due figure estensive sono* equivalenti, se si possono scomporre in uno 
stesso numero (finito) di parti rispettivamente eguali. 

Questa definizione ci porge il mezzo di stabilire in molti casi l'e- 
quivalenza di due figure; ma non ci può dare, nel caso di aree o 
volumi, una norma sicura per verificare se due figure non sieno equi- 
valenti e precisamente se l'una sia prevalente o suvvalente all'altra, 
senza almeno la considerazione di infinite suddivisioni. Ne derivò il 
bisogno di un postulato che dietro gli studii dei profF. Faifofer e 
DeZolt, fu proposto la prima volta dall'illustre e compianto De Paolis, 
e venne poi da altri posto sotto la forma: Una figura estensiva non 
è equivalente a una sua parte. 

Un simile postulato, troppo evidente, ove si presupponga, come in 
Euclide, il concetto di estensioni eguiili, non si Insciu facilmente giu- 
sti lì caro, quando il confronto delle figure estens^ive abbia per base la 
definizione del Duhamel. (*) 



1^^) VéggAal il mio articolo; " Siilja equi mi e& tu iÌ4Ì poii^cni , 



. Pffibiììca di Muteuittliita, pittno IXt 
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hnnno almeno un punto dei loro contorni in comune, la somma di due 
figure estensive adiacenti si può definire la figura che contiene tutte 
le loro parti. 

In questo modo e non altrimenti si possono comprendere fra le 
figure estensive quelle a contorno intrecciato, colla introduzione delle 
figure negative. 

Che poi si possa ottenere la somma di due figure estensive finite 
sembra evidente; poiché, se le figure sono sovrapposte, si possono al- 
lontanare (con un movimento finito) in modo che ciascuna divenga 
totalmente esterna all'altra, e date in tale posizione, si possono av- 
vicinare in modo che, per la prima volta, i loro contorni abbiano al- 
meno un punto comune, e ciò si può fare in modi innumerevoli. Per 
le figure infinite non si può in generale arrivare alla stessa con- 
clusione. 

5. Ogni somma di due figure estensive finite è anch'essa finita; 
infatti poiché le figure finite rimangono tali dopo un movimento (*) 
e perciò nelle posizioni che acquistano per divenire adiacenti, preso 
un punto qualunque dello spazio, le distanze di questo dai punti della 
figura somma non sono altro che le distanze dello stesso punto dai 
punti delle figure addendo e per conseguenza tutte minori di un con- 
veniente segmento. 

£ poiché la somma di due figure finite è finita, si potrà ad essa 
sommare una terza figura finita, alla nuova somma una quarta e così 
di seguito. Se riflettiamo che tali risultati si possono ottenere in modi 
innumerevoli, rimanendo sempre equivalenti per la definizione di Du- 
hamel, possiamo concludere: 

I. Esistono innumerevoli figure estensive tutte finite^ fra loro equiva- 
lenti, somme di più figure estensive finite, date, omogenee. 

Questa proposizione costituisce per le figure estensive di una me- 
desima specie, ove le figure equivalenti si considerino come forme 
diverse di una stessa grandezza, la proprietà fondamentale che io 
chiamai aggregativa uniforme; (**) é poi evidente che per le stesse figure 
valgono anche la proprietà commutativa e l'associativa; per ridurre 
dunque le figure estensive di una medesima specie a una classe di 
grandezze ordinarie, basta poter provare che se due figure estensive 
omogenee non sono equivalenti, una di esse equivale alla somma dell'altra 
e di una terza figura omogenea, 

6. Poiché ogni somma di figure estensive finite è anch'essa finita, 
possiamo stabilire la seguente proposizione: 

IL Una figura estensiva infinita non è equivalente a una figura esten^ 
stra finita. 

Poiché, scomposta la figura finita in un numero (finito) qualunque 



i*\ Betta ZZI, op. di., pjig, 8(S. 

{**^] G. Burnì, ElatHÉnti di tiritmtiiia t al^t^-ft 4*pùwti coi m^tùdé Éinittitrùt f mg. SO fl fe^t^* Sm»- 
9nrl, G. GaUÌEEJ, ]B@2. 
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di parti, necessariamente finite, (*) ogni somma di queste è finita, e 
perciò non può essere eguale a una figura infinita. 

7. Ricorderò le tre proposizioni note: 

III. Due figure estensive eguali sono equivalenti. 

IV. Due figure estensive equivalenti a una terza sono equivalenti fra 
loro, 

V. Se pili figure estensive sono equivalenti ad altrettante figure^ una 
somma qualunque delle prime è equivalente ad una sómma qualunque delle 
seconde, 

8. VI. Due rettangoli piani o solidi di egual base e di diversa altezza 
non sono equivalenti, 

Sieno M, À i due rettangoli di egual base e sia l'altezza di M mag- 
giore di quella di A. Allora i due rettangoli si possono disporre in 
modo che M sia la somma di A e di un altro rettangolo, che deno- 
teremo con B. Nella striscia (o parallelepipedo indefinito) che com- 
prende i tre rettangoli si costruiscano al di là di B, e consecutiva- 
mente, i rettangoli C, D, . . . eguali a B. 

Se A è equivalente ad M, ossia ad A + B, poiché B = C, sarà 
(III, V) A "p B equivalente ad A + B + C e perciò (IV) A equivalente 
ad A + B + C. Similmente, poiché A è equivalente ad A + B + C, ed 
è B = D, sarà A + B equivalente adA + B + C + D, e perciò an- 
che A equivalente a questa somma. Così continuando si arriva a di- 
mostrare A equivalente alla somma di A e di un multiplo qualunque 
di B, ossia a un rettangolo di egual base, la cui altezza è la somma 
dell'altezza di A e di un multiplo qualunque dell'altezza di B; un'al- 
tezza dunque che, secondo il postulato d'Archimede, può superare un 
segmento qualunque prestabilito. Il lettangolo A sarebbe per conse- 
guenza equivalente a una figura estensiva infinita, in contraddizione 
colla proposizione IL 

9. Fondandoci sulla proposizione nota: Si può costruire un rettati- 
golo piano (o solido), di data base arbitraria, equivalente a un poligono 
(a prisma, o somma di prismi) dato; e considerando parti di poligono 
(o di prisma) solo poligoni (o prismi, o somme^i prismi), possiamo 
ora dimostrare la proposizione: 

VII. Un poligono (o prisma) non è equivalente a una sua partei 
Sia P un poligono (o prisma), Pi una sua parte, P2 la parte rima- 
nente, e si costruiscano i rettangoli piani (0 solidi) Ri, R2 di egual 
base arbitraria equivalenti a Pi, Pg. Possiamo allora formare un ret- 
tangolo colla stessa base dei precedenti che abbia per altezza la 
somma delle loro altezze, il quale sarà perciò una loro somma, e po- 
tremo indicare con Ri + Ra. Questo rettangolo sarà equivalente (V) 
a una somma qualunque di Pi, P2 e perciò a P. Se dunque P fosse 
equivalente a Pi e perciò (IV) ad Ri, sarebbe anche Ri + Ra equiva- 



(») BsTTAZzr, op. cit., pag. 86. 
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lente (IV) iid Hit t!Ìo6 sarebbero ecjni valenti due rettungoli di t:gui\\ 
buse e di diversa frltezza, in coiitracldizione colla proposistione VI. 

[Q* Colla proposizione nota che fu citata nel Tartì colo |H"ecedente 
BÌ pnò stabilire, ìtidipeiidentetiiente dalla prò posi zi oue VII, the duo 
poligoni (o piisnij), o sona equivalenti, oppure l'uno equivale alla 
somma do 11 'nitro e di un terzo poligono (o piisina), poi eli è ro&ì av- 
viene, ia forza della proposizione VI» per Ì rettiingoli di egnal base, 
che si possono costruire, ad essi equivalenti* I pò li goni e ì prismi co- 
stituiscono coa*i due dossi complete di gratides^e ordinttrte. E paìcbè 
gii uni e gli nitri sono ludeQnitannente scomponibili in parti oinugeuét^ 
ni tutto, tali grandezze sono pùienzialmenU rontiuuf^{*) e si possono 
rendere effeUiitmìÉ^tte continue colla introduzione delle granfi fzze limili 
determinate da due classi contigue. Così saranno grandezze limiti 
l'area dtd circolo determinata dai poligoni inscrìtti e eìrcoBcritti, il 
volume della piramide determinato dalle consuete somme di prìsun 
inscritti e circoscritti, noncljè le superticie e ì volnrni dei corpi ro- 
tondi* Il poliedro dovrà considerarsi come somma di prisfuì e pi r amidi. 
Sarà inoltre giustitìcatH l'esistenza di un snm multiplo qualunque di 
tali grandezze. (**) 

IL Ove in un insegnamento elementare non si creda opportuno dì 
trattare difFusainente delle ligure finite e infinito, si potranno sempre 
assumere con vantaggio, coma postulati le proposizioni contenute 
nella VI per il rettangolo piano e per il rettangolo solido; la dimo- 
strazione datane può, a mio parere, giustificarle, apparendo a^^surde 
le contradditorie; esse poi mettono in maggior luce l'importanza della 
definizione di figure equivalenti, dimostrando la dìfTerenza, talvolta 
inavvertita, fra il confronto di due rettangoli considerati come gran- 
dezze lineari eguali o disuguali e come polìgoni (o poliedri) equiva- 
lenti non equivalenti* 

G. BiAsu 



UNA PROPRIETÀ DEGLI ARCHI 
le cui funzioni goniometrìche sono razionali 



L Sopra una circonferenza dì raggio arbitrario, si consideri uu 
arco AB^=a. Se a è conmieusurabile con '2u, detta }. la loro massima 
comune misura, si ponga 

dove m ed n sono due interi primi tra loro, anche qualora a sia uiT 



i»*; Ibid., pag. iì2» 
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summultiplo di 2n, nel qual caso a = X, n = l. Ciò premesso, par- 
tendo da un punto qualunque A della circonferenza, si contino gli 
archi X di n in n; è chiaro che il primo punto pel qual^si ripasserr 
con questo procedimento, sarà il punto A, e ciò avverrà dopo d'av 
contato un numero d'archi X eguale al minimo comune multiplo d 
ed n, che è dato in questo caso dal prodotto m . n, e dopo d' 
girata la intera circonferenza tante volte quante lo indica il 
ziente della divisione (jn.n):m = n. Si avrà quindi: w.wX = 
cioè ma = n . 2n. Viene di conseguenza, che se partendo da 
tiajno successivamente sulla circonferenza una corda eguak 
che sottende Tarco a = n . X, dopo d'aver girata la cir 
n volte, ritorneremo ad A chiudendo cosi un poligono 
generale stellato (convesso se n = 1) di in lati e di alt' 
tici che divideranno la circonferenza in m parti egual* 

Se dunque a è commensurabile con 2tz, seguendo * 
sovra indicato, si potrà dividere la circonferenza ir 
col solo sussidio del compasso, e si conclude che i' 
essere necessariamente della forma 

Pi' . Pa'* . . . Pk'^ . 2'' , 

dove gli esponenti i possono avere il valore 
intero qualunque, ed i fattori pi, pa, . . .pk rap" 
di Gauss cioè della forma (2»' + 1). 

Se. air incontro a non è commensurabil- 
punto qualsiasi e adattando successsivam 
corda che sottenda un arco a, né si rit' 
tenza, né sarà possibile che si ripassi 
precedentemente. 

Per la prima osservazione notiam 
punto di partenza, fra 2^ ed a d 
del tipo ma, = n . 2tz, essendo iw, r 



contro l'ipotesi della incomn? 
Per giustificare la seconda 
il predetto procedimento, s 
trare una seconda volta r 
quale si è partiti, ciò vr 
da B, si ritornerebbe pe 
tesi dell' incommensur 
poiché così si verreV 



(*) Per pili complete 
BUmént» d^r Zahlentheori 
dèi numeri, § 1<>. Hoepli 
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una proprietà che si è negata ad A. Se dunque 2*u ed a sono meom- 
mensurabilìf gl'infiniti archi della successione 

aventi rorigine in A, avranno tutti distinti i loro estremi, 

2. Sia ora a un arco non multiplo di ^ ohe abbia radonali il seno 

ed il coseno che indicheremo con — ed -- . GÌ' interi r, s, a verificano 

q q 

la relazione: ^ 

e poiché in virtù di essa, se due dei tre numeri i\ s^ q hanno un fattore 
comune» esso deve pure appartenere al terzo, possiamo anche sup- 
porre di averceli liberati prec eden temente rendendoli primi tra loro 
due a due, di modo che r ed s non dieno entrambi paii. 

Dopo ciò, supponiamo a commensurabile con 2t; eosicchèf detta X 
la loro massima comune misura, si abbia 

ovvero, per essere n . X^ ce, 

tn * a = « , 2t^ 

dove m, n sono primi tra loro. 
Sarà quindi; 

aen m,a=^ sen , n . 275 ^ 0, 
cos m , a ^ cos * n * 2;t ^^ 1; 
e poiché 

(cosa + i sena)'" = cosma + i Benm% 



si deduce che (cos a + i sen ot) è radice di 



1. 



Ma cosst^--, senx^ 

q 

81 dovrebbe avere 



, per cui, se a è commensurabile con 2ir, 



cioè 

dove m è della forma 



\q ' q! 
{s^irr = q-\ 



Proviamo ora che quest'ultima eguaglianza non può essere in alcun 
caso soddisfatta. 

Pongasi dapprima m disparì, cioè ^=^0, (m^3)v Sviluppando si 
ricava 



' + (T) ^""' -''' + -* + C'"^)"' = 3" 
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ed eguagliando a zero la parte immaginaria 

( j ) 5-^ ir + (3 ) «»-' (ir)* + ... + 0»" = 0. 
e quindi 

(^*).s».i^O modr«. 

Ma r è primo con s, e quindi r* dovrebbe dividere Li, la qual 

cosa non può accadere poiché ( i ) = '^ uon contiene fattori quadratici. 

Se m è pari (m ^ 4), ed r dispari, ripetendo lo stesso ragiona- 
mento si arriva alla stessa conclusione. 

Rimane ancora a considerarsi il caso di m ed r entrambi pari. 
Osservando che in questo caso 8 è dispari, dalla condizione 

(l)»"-''V + (3)«"-W + ... + (^!!.l)«(«V)— = 0. 
si ricava che dovrebbe aversi 

e poiché ( iJ^^li )^^*'* ^^^ contiene fattori dispari alla 2» po- 
tenza, come prima, resta provata Y impossibilità della predetta egua- 
glianza. 

Si conclude quindi, da quanto precede che : ^ se le funzioni go- 
niometriche d'un arco sono razionali, esso non può essere commen- 
surabile con la circonferenza. 

Umberto Scarpis. 
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OSSERVAZIONI SULLA NOTA 

del dott. Lazzabini 

SUI NUMERI PERFETTI E SUI NUMERI DI MERSENNE (*) 



I. 

Carissimo Lazseri, 

Ti prego di voler dar posto nel Periodico ad alcune osservazioni suggeritemi 
dalla lettura della nota: * Sui numeri perfetti e sui numeri di Mersenne ,, com- 
parsa nell'ultimo fascicolo. 

L*A., dopo aver dimostrato che ogni numero petfetto, eguale al prodotto di 
poterne di dxu soli fattori primi, è pari, e stabilita la nota formula d^ Euclide che 
dà 1 numeri perfetti pari, enuncia nel n. 6 che: Un numero eguale al prodotto 
di potenze di piii di due fattori primi non può essere perfetto. 



(*) V. Periodico di Matematica, a. XYIII, fase. IV. pag. 201-212. 
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Sulla dimostrazione che TA. dà per questa ultima proposizione possono farsi 
varie obbiezioni. 

Riassumo perciò brevemente quanto è contenuto nel n. 6. Vi si considera 
dapprima il caso di un numero eguale al prodotto di potenze di tre soli fattori 
primi Ot b, e, e per provare che la condizione affinchè esso sia perfetto 



rt«4-i-l ò/J+i — 1 cH-i-1 



fl — 1 



6 — 1 



C— 1 



= 2a<^bficy 



(1) 



non può essere soddisfatta, si premette che ambo i membri di questa eguaglianza 

aa+i — i ft/?+l_-l 

dovrebbero essere eguali al minimo multiplo M di r- . -r ;— e 2a*^bfi, o 

'^ a — 16 — 1 

ad un suo multiplo M. Quindi si dice che se a e p sono pari, il prodotto 

«a+l — 1 è/?+i-l 



«-1 



6 — 1 



è dispari: di più questo prodotto non è divisibile né per a», né per bfi, quindi 
sarebbe M = 2a«6/^m''n»' . . . , e perciò 



cr = 



M 



2a«6/^ 



= mf'n^ . . 



il che è assurdo, essendo e primo. Dimostrazioni analoghe TA. fa pel caso di a e 3 
dispari, o di a pari e p dispari, e pel caso in cui il numero dato sia il prodotto 
di potenze di piìi di tre fattori primi. 

Ora, il difetto di questa dimostrazione sta nell'affermare Tassurdità delFegua- 
gliauza 

cY = mfn^ . . . , 

che (finché non si prova il contrario) può essere soddisfatta da m=:c, {i = Vt 
H = ...:= 1. L'A. cerca di escludere questo caso nella seconda nota del n. 6, ma 
le osservazioni ch'Egli fa per ciò non sono giuste. 

Osservo intanto che il caso suddetto é l'unico che naturalmente si presenta. 
I numeri primi a, 6, e essendo primi rispettivamente con 

fl«+i — 1 6/g4-i — 1 gy-fi — 1 
a—l ' 6—1 ' c—I * 

dall'eguaglianza (1), per noti teoremi d'aritmetica, si ricava: 

= 26^ c>' ; — — = a<^cy ; — — -^ = a« 6/^ . 



a— 1 



6 — 1 



c-1 



dove il fattore 2 può, invece che nella prima eguaglianza, comparire in una qua- 
lunque delle altre due, e a', p', y', a", p", y" son numeri interi (non escluso lo 0) 
tali che 

a' -h a" = a; p' + P" = P; t' + t" = Y- 

Quindi, supposto per es. y'^Y > si h» 

M = 2a<^bficY' . 
Nella prima nota che 8#rv« di preparazione alla seconda, TA, cerca di dimo- 



PERIODICO DI MATEMATICA. 285 

strare che il prodotto 7— . —7 =— non è divisibile né per a«, né per hP. 

a — 1 — 1 

Se ciò accadesse, egli dice, si avrebbe M = 2^a<^bfi . . . , e quindi 

il che è assurdo. Ma anche qui, affinchè T assurdità fosse provata, bisognerebbe 
escludere il solito caso. 

Nella seconda nota TA. cerca di provare che non può essere M = 2a<^bficy (per 
quanto ho detto sopra bisognerebbe invece provare che non può essere Ìii=s2a^fic^ì, 
e dice che questo caso resta immediatamente esaurito osservando che, poiché 2a'^bfi 

e r- . — ; ; — non hanno fattori primi comuni (e ciò, come ho detto, non 

a — le — 1 

è affatto dimostrato nella prima nota), sarebbe: 

quindi 

da cui c=l, ovvero c = 2,y = 0, contrariamente all'ipotesi. Io non comprendo 
in qual modo TA. deduca dalle precedenti Teguaglianza (3). Dalla (2) e dalla (1) 
mi pare si ricavi soltanto (nell'ipotesi che Egli fa): 



e — 1 



= 2rt«ò/^. 



ma questa eguaglianza non si presenta assurda. 

Credo che queste osservazioni siano sufficienti per infirmare la validità della 
dimostrazione contenuta nel n. 6, e che perciò non sia ancor lecito di affermare 
in modo assoluto che non esistono numeri perfetti dispari. (*) Il prof. Lazzarini 
non ha però nessuna ragione di dolersi di non essere riuscito, giacché, a quanto 
pare, la risoluzione del problema di cui Egli si è occupato sfuggì a molti illustri 
matematici, tra i quali, oltre Fermata Etdero, Legendre, vanno ricordati Descartes, 
Frenicle, Sylvester (v. per es. Formulaire Mathémaiique, a. 1902, pag. 144). 

Saluti cordialissimi 

a/f."° C. ClAMBERLINI. 



II. 

Il sig. Mario Lazzarini, nella nota * Sui numeri perfetti e sui numeri di Mer- 
senne „ ha creduto di dimostrare che non esistono numeri perfetti dispari. Dopo 
i tentativi infruttuosi di Matematici illustri, avrei avuto piacere che la questione 
fosse dall'autore completamente risoluta, però sono dolente dì constatare che al 
cune pecche di ragionamento fanno cadere del tutto la sua dimostrazione. 



(*) In quasi tutte le proposisioni enunciate dalPA. alla fine del n. 6 e nei numeri Buecessivi, 
doTe si seguita a parlare di numeri perfetti, bisognerà dunque aggiungere l'ipotesi ehe i numeri 
di cui si tratta sono pari. Colgo poi Toecasione per far osservare ehe negli enunciati di aleune pro- 
posizioni mancano altre limitazioni. Per es. il teorema del n. li va enunciato cos\: ogni nuntéro 
perfètto pari, non eguale a 6, ^ congruo ad 1 rispetto al modulo 3: nell'enunciato del teorema del n. 15 
bisogna eccettuare il caso di a = 2; nel teorema del n. 2 sarebbe bene si dicesso eeplìeitamente che 
si tratta di numeri primi a e b dileguali, ecc. 
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Infatti* dopo aver dimostrato die non esìstono numeri perfetti diapiri coiittnitì 
da due fattori primi discgunli» egli tenta di dimostraro cìiù non esiftiono numeri 
perfetti dispari con tro fattori primi, e cosi ragiona: 

"* Se a^lfe*' è un numero perfetto dispari, dev'essere verificata regnogHanxi 



^^+1 _ 1 ^+1 _ 1 



.r+i 



— 1 



(1—1 



6 — 1 



c-l 



= 2flV«;^ 



(AJ 



ed ambedue ì membri di queata eguaglianza dovrebbero essere eguali al mìnimo 
comune muUìpIo M di 



<i - 1 & — 1 

^ e per conseguenza dovrebbe essere 



e ^fi'^lJ^t e a nn Btio multiplo M, 



M 



■ — I 



„H-i_i ft/^+i 



2fl'*fc^ 



(U 



«—1 b—l 

** Se a e fi sono ambedue pari, 

a — 1 v — 1 

*" aono ambedue dispari e quindi 

rt^^+l _ 1 ^+^ 1 



1 



b — l 



* è dispari ; di pui queato prodotto non è divisibile ni ffr a" uè per h ^' , quitidl 

* il minimo eomnttt vmìtipto ^arà ddìa f&rma 



2a''b^ mf* n^ 



" ti dovrebbe allora avere 



cJ' = 






= mV „J' 



■ i7 cAf, intendo per (poteH^ C primo^ è assui^do », 

L^i atro dazione dei numeri ntj ft, , , , come fattori del minimo cornane multipla 
è meramente capricciosa, percht" deve essere, cume h Taccile dimostrare; 

«*+* « 1 
Infatti ff, poicbè non può dividere — = — ^, deve almeno dividere uno degli 

altri fattori del 1^ membro della (A), e cosi ragionando per 6 e r: si perviene alle 
eguaglianze 



«^+1 — 1 h^+i 



1 



.roi m_ 



.^'+^ ^ 1 
e— 1 



dove 



b -l 

tilt 4- ?,/j = a, H, 4- ii3 ^ §, /?, + pt = T* 



2a^ù' 
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Ne segue 

a«+l ^ 2 fc^+^ — 1 



a— 1 b—1 

e però 

M = 2a'*6^cy, 
e non ha più laogo l'assurdo cui ha creduto di pervenire TAutore. Ma egli chiosa 

che non può aversi M = la^l^c^ * dal momento che ; r ^ — e 2a^br, 

'^ a — 1 è — 1 

non hanno fattori primi comuni ,. 

Ora in hase a qual fatto TAutore perviene a questa conclusione? Se, come lascia 

a«+l _ 1 2^+1 _ 1 . 

intravedere, in base al fatto che r ; — non è divisibile per a^lr, 

a — 1 b — 1 

(ciò che ha voluto dimostrare in nota col solito procedimento erroneo) è visibile 

chiaramente l'equivoco in cui è caduto. 

E poiché l'Autore asserisce, non so poi con qual fondamento, che dal caso di 

8 fattori primi si può passare facilmente al caso generale dì un numero qualunque 

di fattori primi, debbo concludere che la dimostrazione cade senza alcuna speranza. 

10 devo aggiungere che non è questo il primo caso di insuccesso in una que- 
stione così difficile. 

11 Carvallo annunciò all'Accademia di Parigi C^ Comptes Rendus ,, LX^XI, 
pag. 73-75) di aver dimostrato l'inesistenza di numeri perfetti dispari, e pubblicò 
la sua dimostrazione in un opuscolo intitolato Théorie de nombres parfaits (Bar- 
celone, A. Piagen), ma la sua dimostrazione non è esente da errori. 

I numeri perfetti hanno già una letteratura; io rimando i lettori a quella che 
dà il Brocard nell'* Intermèdi aire des Mathématiciens, t. II, 1895, pag. 52-54, limi- 
tandomi qui a riportare i risultati principali, ottenuti finora rigorosamente sui 
numeri perfetti dispari, lieto di far cosa grata ai lettori del Periodico. 

Un numero perfetto dispari, se esiste, deve essere della forma 

M«(4g+ l)*k+i 

essendo 4q + 1 un numero primo che non divide M. Ne segue che : Non esistono 
numeri perfetti della forma 4n + 3. 

Questo teorema, dovuto ^à Eulero, è stato poi ritrovato da Stern (•Mathesis,, 
t. VI, pag. 248-260), da Sylvester e da altri. 

II Sylvester nei * Comptes Rendus , de l'A. d. S. de Paris, t. CVI, pag. 403-405, 
perviene ai seguenti risultati interessanti. 

Non esistono numeri perfetti dispari contenenti 2, 3, 4 fattori primi diseguali. 

Non esistono numeri perfetti dispari divisibili per 105 = 3 . 5 . 7. 

Non esistono numeri perfetti dispari, primi con 3, aventi meno di 9 fattori 
primi diseguali. 

Egli annuncia anche l' inesistenza di numeri perfetti dispari con 5 fattori primi 
diversi. 

11 Catalan poi (• Mathesis , VIII, 1888, p. 112-3), fa osservare come si possa 
semplificare, il procedimento di Sylvester, e perviene anche al seguente curioso 
risultato. 

Se un numero N h perfetto e disparii esso è almemo composto di 26 fattori 
primif disegi{(ìli\ e tjaintìi è aìmeiìo di 45 cifrfi 

Hìtonmndo ora nìln nota del bì^. Livì^^arinif ilovt» rilevare atici^ra u^' 
in cui G^Vi k cadnto nella ricerca della candisci one necessaria e suflìr* 
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il numero 2p — 1 sta primo. L'Autor» ainmette ìmphcìtamente l'h^ sussista rinvfii 
del iBuroma di FLrrmat, almeoo pei numeri detlii forma da lui coueiderata^ Om 
non ci aon dati per asaerir cfueato^ ^ però non puè stubìlirsì quel teoremaf etti 
créde arrivare l'Autore. Può éìT&ì aoltauto qiiegto^ 

Si il numera 

2p — i 
dmde il numero 



,J>-' 



-hi. 



Minza che dipida i numeri della forma 

essendo ft un divisore quahmqne di 2^'^' — 1, i7 mmiero 2p — I è jìrimù, e 3 una 
*ua radice primittm. 

Questo teorema deducesL immediatamente da un teorema notevole, segnalato 
da E. Lucaft al congresijo di Le Httvrt% nel 1876, L' Autore l'applicò per dimostrare 
the il numero 2^^ — l è primo. 

Auclie ìt teorema empirico, che il Lazzarini cita in nota, è stato in parto enun- 
ciate già dal Catalan (v. Laisant, *Hecueil de Problème^de Mailiéinatique,, p* IM, 
nota 2), 

Ma r Autore non s' illuda nella verità di questo teorema. Si aa ormai qual fede 
meritano L teoremi dedotti da semplice induzione; dice il Lueaa f' ^HK^orìe ée& 
Nombrea.TP- 423); // ne faid pus tmijgur:» st hóter de conclure par ihductiùn dnns 
V elude des propriétés des nombreir. 



FIGGOL.E ISrOXE 



OH»4^rTii2l(ine ?^iiUti iiftlenza ili un polìnomlOi — È nota die to sviluppo delìi 
potenza m* del polinmnio ai H- rt- + . . . + «n t Jsi ottiene eseguendo la moltiplica- 
zioue di m polinomi eguali ad ai -^ a^ H^ . . . H~ f^Ht mediante la «ucce^isiva appli^ 
cazione della legge di^tiibutìva. Hi può osservare cUe tale sviluppo^ prima della 
riduzione dei termini simili, m ottiene aticlio formando lo dibposiitioni con ripeti* 
zione di n elementi della classe m*t purché a( considerino tali aggruppamenti come 
termini di una somma e gli elementi che entrano nei medesimi come fattori: per 
tal modo il numero dei termini dello sviluppo è n'" ed uno qualunque di e£ksi avriii 
la forma dC^^ (la^a ^n^n, con sti -h of? -h . , . + «ta = m. Questo termine sarà ripetuto 

— I volte. Quindi, dopo la riduzione dei termini aimili, ai ottiene U nota 



forni ni a 



(rti + (?i + . - . + aj,)*" = : 



Kìl As l . 



- dt^H ffa'* 



dove la gemma si estende a tutta le soluzioni intere, positive o nulle, dell'equa- 
zione «j + «2 -f- , , , ^^ a,j = nt, ed il numero dei suoi termini è eguale al numero 
delle combinazioni con ripetizione di n elementi della classe f^i* cioè 



n in + IK ■>{» + m — Ij 



ÌHEFPt MoPOHnà. 
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RISOmNI DELLE f ISTIONI 619, m, 630, 631, 632 e 633 

©10« Il luogo dei punti d* incontro di due parabole che, essendo tangenti ad 
una retta fissa ed avendo un fuoco comune in un punto dato, hanno inoltre costante 
l'angolo dei loro assi, si compone di due circoli. E. N. Barisibk. 

RUolttzione del dott. Niccolai. 

Essendo P il punto simmetrico di F rapporto alla data tangente t, per P pas- 
sano le direttrici di tutte le parabole in quistione. Se M è un punto del luogo, le 
due parabole passanti per questo punto si determinano descrivendo il circolo di 
centro M e di raggio MF, e conducendo per P le tangenti a questo circolo ; queste 
due tangenti (direttrici dèlie due parabole) dovranno formare fra loro un angolo 
uguale al dato oppure supplementare. Detto 2^ questo angolo riferendosi ad un 

sistema di assi ortogonali coH'origine in F, essendo x^=-^ l'equazione della t, 

là 

r equazione del luogo richiesto è: 

a?' H- y* + a {2x — a) tang» 9 = 0. 

Il luogo richiesto è dunque il circolo di raggio , il cui centro ha per 

cos (p 

coordinate — a tan* fp, 0. 

628» Trovare V inviluppo delle rette che tagliano due circoli dati secondo 
corde eguali. E. N. Barisi bk. 

Risoluzione del prof. Castellano. 

L'inviluppo cercato è una parabola che ha per fuoco il punto medio della retta 
dei centri, e per podaria focale Tasse radicale dei due circoli. 

Dimostrazione. — La retta mobile a incontri in una delle sue posizioni i circoli di 
centri 0, 0' nei punti A, B, A', B', (in questo ordine) ed incontri il loro asse radicale r 
in M. Siano C, C i punti medi di AB, A'B' e sia F il punto medio di 00'. Dal- 
l'ipotesi: AB = A'B', si deduce che M è punto medio comune ai segmenti AB', BA', 
ce, e che la MF, mediana nel trapezio birettangolo OCG'O', è normale ad a. Ne 
consegue che la retta a, normale nei punti di una retta fissa r alle rette che 
proiettano questi punti da un punto fisso F, inviluppa una parabola di fuoco F e 
di podaria focale r. 

Se i due circoli sono l'uno interno all'altro (non eccentrici) la parabola esiste 
ancora ma le corde ugnali determinate dalle tangenti alla parabola colla circon- 
ferenza sono immaginarie. 

Se i circoli sono uguali, le rette a sono tutte parallele alla centrale 00'. 

Risoluzioni del prof. Retali. 

1. Risoluzione geometrica. — Se i cerchi sono eguali lo inviluppo si spe*^ 
evidentemente in due fasci di raggi uno dei quali ha per centro il punto 
finito della retta dei centri e l'altro il punto equidistante dai centri. Sr 
dunque che i raggi dei due cerchi sieno disuguali : per ognuno dei "^ 
litudine passano due soli raggi dell'inviluppo, dunque questo è dr 
la retta all'infinito stacca dai due cerchi corde eguali, dunr 
cato è la parabola che tocca le 4 tangenti comuni e l'asse" 
dati. Questa parabola ha per fuoco il punto equidista*- 




290 PERIODICO DI MATEMATICA. 

2. Risoluzione analitica. — Siano r, r i raggi, C, C ì centri dei due cerchi, po- 
niamo ce = 2a, e assumiamo per assi coordinati la retta dei centri e Tasse di CC. 
Se la retta tu; + rx + 1 = stacca nei due cerchi corde eguali, le sue di- 
stanze (f, et da C, C verificano la relazione 

"* ** ' ' -- ^t + „« ti'-t-r» ' 

e l'equazione tangenziale dell* inviluppo = 

(r« - r «) (ii« + p«) = 4au, 

r* — r'* 
che rappresenta una parabola di parametro col fuoco nell'origine. 

Altra risoluzione anaiitioa del maggiore D'Emilio. 

030» S€ una conica C^*^ tocca una qitartica C^*^ nei punti k^k' e la seca nei 
punti B, B', C, C, esiste un'altra conica che è tangente alla C^*^ nei punti d'incontro 
colla retta kk! e che passa per i punti d'incontro di essa colle rette BK, CC. 

631 • Se una conica CK*^ tocca una quartica C^*^ in quattro punti, le tangenti 
a C^^^ nei punti di contatto incontrano di nuovo la curva stessa in 8 punti di una 



\ conica, 

l 



03J8» Se r, r' sono due tangenti di flesso di una quartica C^*^ nei punti A, A' 
e incontrano la curva ancora in B, B' esiste una conica che ha con la C^*'^ due con- 
tatti di second' ordine nei punti ove essa è tagliata dalla kk' e passa per i punti 
d'incontro di C^*^ con la BE'. 

Lazzbri. 

Risoluzione del prof. Retali e del maggiore D'Emilio. 

È noto che se delle n* intersezioni di due curve d'ordine n,np ^ {p — l)(p — 2) 

giacciono in una curva d'ordine j> < n, questa ne contiene altre -„- (p — 1) (/>— 2) 

e le rimanenti n{n — p) sono in una curva d'ordine n — p. (V. p^ ea. Crkmoka, 
Curve piane, § 43). Per n = 4 e p = 2 si ha che: se 8 delle 16 intersezioni di due 
quartiche C^*\ r<*) giacciono in una conica C^*\ le rimanenti 8 sono in un'altra conica. 
Ciò posto: 

a) Se prendiamo per FC^^ la quartica formata dalle quattro tangenti a C^^^ nei 
suoi punti di contatto con C^-^^ abbiamo il teorema enunciato nel quistione 631. 

b) Se per V<*^ prendiamo la quartica che si spezza nella retta |AA'| contata 
due volte e nelle rette |BB'{, |CC'|, si ha il teorema della questione 630. 

e) Se prendiamo per conica C^^^ quella formata dalle rette r, r e per r<*^ la 
quartica che si spezza nella retta |AA'{ contata tre volte e nella retta |BB'| abbiamo 
il teorema della quistione 632. 

fc33» Dimostrare che gli archi di circolo massimo condotti da un pìinto P 
di una sfera ad un circolo minore della sfera stessa soddisfano alle relazioni 

PM PMi 
cos -g- cos -^ 

- = costante. 



MMi 

cos - 



2 
sen PM sen PMi 



cos 



MM, 



= costante ; 



2 
e trovare le relazioni corrispondenti nel piano. 



cioè 
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Risoluzione del prof. Padoa. 

1. Indicando con 2a e 23 gli archi PM e PMi, le espressioni 

cosa . cos3 6en2a . 8en2P 

cos (a + ^) ® C08«(a + |i) ' 

I 4tg» . tg3)« 



1 — tgx.tg? (I — tga.tga)» 

sono costanti, percbè tgx . tg3 è costante (*). 
Sapendo che 

,_ OPq:OR 

(dove è il centro della sfera, R è T intersezione della retta OP col piano della 
circonferenza minore e dove si devon considerare i segni superiori ed inferiori 
secondochè R è interno od esterno al segmento OP) {**) risalta che ì valori delle 
espressioni considerate sono 

OR±OP OP» — OR» 

20R ® OR» 

2. In planimetria : sia R un punto interno ad una circonferenza e di centro C 
e raggio a; con raggio dato r (r > a) e centro variabile si segni una circonfe- 
renza Y che tagli la e in due punti M ed Mi, la cui congiungente passi per R 
(poiché in tal caso, OM* — CM* = OR» — CR», posto m = CR, risulta che il luogo 
di è la circonferenza di centro R e raggio (sempre reale) '/r» — a» + »w» ): allora, 
indicando con P 1* intersezione del prolungamento di OR con y, gli archi PM e PMi 
di Y hanno le proprietà enunciate. 

Invero: se H è il punto medio di MMi , poiché per ipotesi 0M> CM, è pure 
OHl>CH; si può dunque far ruotare la y intorno ad MMi in modo che venga 
a trovarsi su una delle semirette perpendicolari in C al piano dato; la posizione 0' 
assunta da è costante qualunque sia Y» perchè O'C» = O'M» — CM» = r» — a»; 
anche la posizione F assunta da P è costante qualunque sia Yi perchè F sta sulla 
semiretta fissa O'R a distanza data i- da 0'; sicché, nella sfera di centro 0' e raggio r, 
F è un punto dato della sup., e é una circonferenza minore data e y è una cir- 
conferenza massima arbitraria passante per F; quindi, ecc. 



Una dimostrazione diretta della prima parte e indipendente anche questa dalla 
Trig. sfer. fu mandata dal sig. A. Caudini, studente del R. L T. di Como ed una 
dal magg. d* Emilio. 

Osservazione I. — La formola, sulla quale è basata la precedente dipiostra- 

zione della prima parte, 

. PM . PMi , , n^ 

tan -^ tan — jr— = costante (1) 

si può dimostrare molto semplicemente, ricorrendo alla considerazione di due trian- 
goli sferici rettangoli. (***) 

Osservazione li. — Indicando con r la misura del raggio sferico del circolo 
minore e con d la distanza sferica fra il centro del circolo stesso e il punto P. e 
applicando alle due formolo proposte il procedimento che serve per ricavare dalle 



(*) Periodico di Matematica, anno XVIII, fase. Ili, pag. 194. 

(••) Loe. cit. 

(•••) V. BaltZBR, Tiigonomttria. 16. 



292 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



formolo di Trig. sferica le corrispondenti forroole di Trig. piana (facendo cioè ten- 
dere il raggio della sfera all'infinito e tenendo d eà r costanti)» si ha 



PM* + PMi - xM Mi = + 2 (rf« 
PMXPMi = ±(d«-r*), 



•r'), 



delle quali la prima non è che un corollario della seconda e questa (che è anche la 
corrispondente della (1)) non è che l'espressione di un noto teorema di Geom. Elem. 



QUISTIONI PROPOSTE 



634. Pel punto comune a due rette le quali s'incontrano fuori 
del foglio su cui si disegna, condurre la parallela ad una retta data. 

Loria. 

635. Il luogo geometrico dei punti d'incontro delle coppie di tra- 
sversali di un triangolo isoscele, che partendo dagli estremi della 
base, staccano due segmenti eguali, l'uno a partire dalla base, Taltro 
a partire dal vertice, è il sistema di una ellisse ed una iperbole; cal- 
colarne gli assi e dire in qual caso l'ellisse si riduce a cerchio e 
l'iperbole diventa equilatera. 

Gallucci. 

636. L'inviluppo dei cerchi descritti sulle corde di una conica C -' 
che passano (prolungate, se il punto è esterno) per uno stesso punto P 
come diametri, è una quartica bicircolare se O^^ ha centro; è una 
cubica circolare se C*^^^ è parabola. Se P è sopra O'^^ lo inviluppo è 
razionale (teorema noto). Se C-^^ è cerchio, l'inviluppo è in generale 
un ovale di Cartesio. Esaminare i casi particolari nei quali è al- 
l' infinito oppure è P centro di C^^\ 

F. Retali. 

637. Da un punto qualunque M di un circolo minore di una sfera 
si conduce l'arco di circolo massimo MP perpendicolare a un diametro 
sferico qualunque AB di quel circolo: dimostrare che si ha 



, ,PM ^ AP ^ PB 
tan* —^ ^ tan —^ tati —^ t 

tan -,)— tan AM = tan -:^ tan AP ; 

e trovare le relazìoìii corrispondenti nel piano. 






G. Pesci. 
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G. Peano. — Aritmetica gmerale ed Algebra elementare. Torino, G. B. 

Paravia ed.; pagg.VIII-144 in 8^ coi tipi della Riv. di Mat.(L.2,40). 

Non è senza compiacenza e conforto di poi tutti, insegnanti e studiosi, il vedere 
alcuni fra i più segnalati cultori delle discipline inatematicbe volgere in prò della 
scuola media i tesori della propria dottrina ed esperienza, procacciando e studiando 
con somma cura ed industria ogni mezzo, che sembri atto a semplificar la materia 
e perfezionar la struttura ed i metodi dell'insegnamento elementare in armonia coi 
progressi del pensiero scientifico. Semplificare e chiarire al possibile tutti i con- 
cetti matematici, spogliandoli d'ogni superfluo; organizzare i princìpi della scienza; 
colmar lacune di metodo e sanar magagne deduttive inveterate nelle scuole e nei 
libri; educare negli studiosi l'abito di bene argomentare, promovendo l'uso siste- 
matico di una scrittura ideografica regolata da norme precise e invariabili: questo 
è, si può dire, lo scopo a cui mira quasi tutta l'opera scientifica di Giuseppe Peano. 

Il libro di cui parliamo è un saggio eloquente e una sanzione autorevole dei 
non lievi né scarsi risultati acquisiti alla scienza nel dominio della Logica, Arit- 
metica ed Algebra elementare mercè la pasigrafia logico-matematica, che il chia- 
rissimo prof, di Torino va patrocinando da vail anni nella sua Rivista di Mate- 
matica e nel Formulaire de Mathematique. Esso ha intenti apertamente didattici : 
la Logica deduttiva, l'Aritmetica generale e l'Algebra elementare vi son fuse in un 
sol corpo di scienza, mirabilmente organizzato nei rispetti deduttivi, e da potersi 
con sicurezza additare agli insegnanti ed ai giovani come modello di edifizio 
speculativo. 

Il maggior contrassegno di originalità vuol essere al certo l'uso costante del- 
l'algoritmo logico-matematico invece del discorso ordinàrio. Non c'è troppo da 
illudersi sull'accoglienza, che una riforma di questo genere è per trovare in buona 
parte del pubblico: che son troppo noti i motivi, tutti umanissimi e spiegabilissimi, 
i quali hanno fatto in ogni tempo e faranno sempre ostacolo a certe novità, che 
toccano la piìi gelosa delle nostre proprietà intellettuali. Ma nondimeno è lecito 
sperare che la bontà del presente trattato vincerà molte ritrosie, spt|;nerà molti 
pregiudizi, e farà nascere in qualche volenteroso docente il proposito di sperimen- 
tarlo per sé e per la Scuola. "^A chi impara per la prima volta l'Aritmetica (così 
" l'A. in prefazione) la via che qui si segue é senza dubbio vantaggiosa. Una cin- 

* quantina di simboli, aventi significato chiaro e preciso, sostituisce alcune migliaia 
' di parole, che si presentano, definite o no, nei trattati precedenti la scrittura 
' ideografica. Coloro che hanno studiato per altra via l'Aritmetica e l'Algebra do- 

* vranno fare uno sforzo per imparare il nuovo metodo, e per vedere che i nuovi 

* aggruppamenti d'idee sono più semplici di quelli, a cui sono da tempo abituati : 

* ma, se saranno capaci di questa fatica, ne verranno poi compensati dalla bellezza 
' dei risultati, ch'essi soli saranno in grado d'apprezzare ,. 

Non dirò che sia questa un'opera da porre alle mani dei giovanetti, così come 
sta, senza un commento adeguato (a motivo di certa durezza nascente più che 
altro dalla straordinaria condensazione del testo, che per sé solo non occupa forse 
cento pagine in tutto) : né senza una guida intelligente ed esperta, che ne appiani 
le difficoltà, facendone emergere i pregi. Ma ciò non dovrebb'essere grave difetto 
in libri scolastici; almeno finché il Libro e la Scuola non saranno precisamente la 
stessa cosa. Anche Euclide, anche Dante, vogliono essere esposti e dichiarati con 
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dìH]^en^a; uè te Bodiii&rn^kinì i\t>\ vent e d^l bello ci sotto coiiec^^e yratm; 
muù, a voler cfic dma fluito di viUl nutrimento allo spirito, è piuilo&to neoot* 
a&rio che aiano il premio d( qualclte futicA proporzionala a i^uolU. D@l r^sto TÀ. 
ha provveduto jtlle maggiori dìifìaolia naBcenti dniruso della sc:rittura id^ograUct 
riproducendo nel convuiic lìiigufiggio a pie d'ogni pn^inat di pari ptis&o con Tospo- 
i^isiune siinboliia, una gran parte delle proposizioni del ieàtOf e spesso anche 
iilustraudole con oppoituue ed utili cliiose. 

La materia è distribuita in quaranta paragrafi, ciaacuito intitolato ad uno o 
piti dogui speciali (ma rnramento a piii d'uno) acelli a rappresentare le ìdeèi che 
a'Introducun lunn uvano ; iji maniera ehe ciascun § uonleinpli tutt^ le propoaitioni 
doVÉ compari^ctf* quel seguo con alcuni del precedenti; il cìm porge auche un co- 
medo me/7,0 per trovare nel testo una proposizione, che sia già ^taia somma- 
riamente analizzata. 

Ì!?pettauo alla Logica i §§ 1-5 (rgiiagUant^^ ci atta f^ ptvtintnza^ ^^^^^ ne§a* 
ziom); coni© pur© i gS 9-11, 17* 30 e parte dei gg 1*2* H^ -* (dìsgmnzmm, ufftr- 
tna^totte di enUtenzfìf chtsai unitnrie^ d^ssi pat^^mli, nttmfroaità d'una clasae* ù^te- 
razioni tfcts formazioni). I §§ 6-8 e 12 trattano dei numeri (interi, contati a partìf 
dallo zero) e delle operazioni dì ^omma^ moltiplicazitmtf flevttzione tf potènza f&*?guite 
6U quelli ijopra cla&st Ìoro. 11 § 13 contempla Ì nuìUfri nttturttli (contati dal* 
runi7t))f In relazioni dì maggiore e tninort, i tntdtipli d'un numero, e parecchie 
proprietà numeriche, specialmente in ordine a diseguaglianze, l §g 15 « 16 versano 
intorno le operazioni di sotttnziGtte e diiiaione fra numeri interi. I g§ 18 e 19 
intorno ai concetti di mtts^imo e minimo d^una classe di numeri. 1 ^ 20 e 21 sul 
qìtozitnie e resto d'una coppia di numeri e sulla pratica della dt visione, 1 g§ 22 
e 2^ sulle cifre dei rari ordini e ^nìVmdine d'un numero. Vengono poscia i mw 
meri relatit'i (interi positivi, negativi o nulli); la nozione di rtdore assolato o mo* 
dtdOf le somme e i prodotti di piii numeri relativi (§ 24); e te potenze di uitmerì 
relativi, con una ricca colleiione di identità uumeiiclie [§ 25). Le ftazÌQm o nu- 
mi^ri razionali sono introdotte al § 26, come operazioni compone di moltiplicate 
e divìdere aucceseivameute per due numeri naturali (a somiglianza dei numeri 
positivi e dei ne^atit^if definiti come operazioni dell'aggiungere o togliere uu numero; 
cioè come numeri addittivi o sottrattivi; coppie, ciascuna costituita in un numerck, 
preso iusime con uno dei segni -|~ o — ); e si ^tudian ijuìvj le somme, ì prodotti, 
le differenze, i quozienti, le potenze intere positive e n togati ve di raziou&li, le 
relazioni di maggiore e minore fra queatir ecc. 11 § 27 contiene le proprietà de) 
simbolo E di Legeudra e delle frazioni decimali. Il § 28 è sui raziimali rWirfiW 
ed abbraccia la risoluzione dtìUV^nazt'owp di prirtio grado e dtfl si&itema di dm 
equazioni lineari. 11 § 29 considera le frazioni proprie. Nel § !jl sì introducono i 
limiti superiore e inferiore dì una classe dì razionali: la quantità o numero reaìi 
positivo (lìmite auperiore d'una classe non illusoria di numeri razianali, che e&duda 
qualche razionale maggiore di tutti i numeri della clasje); V infinito (lìmite supe- 
riore della classe dei razionali); la somma, il prodotto, la differenza e il qtìojtìente 
dì due quantità; la potenza d'una quantità, responeute essendo un numero, iìh 
numero razionale, una quautità. In questo § è il calcolo delle potenze e dei radi- 
cali, e la dimostrazione dì moltissime dìseguaglianze interessanti a poeo noti. 
Seguono i numera reati rdatim e le operazioni Sfipru di ossi (§ 32)> con la rìso- 
spione delle equazioni di secondo e terzo grado^ e dì ctrte coppie dì equazioni, uni 
delle quali di grado superiore al primo; e diverge proposizioni circa i valori ap* 
proaaìmati delle radici^ V^iene dipoi un^appendìce sul calcolo per approsàimazione 
(arg^i^^nt^ ^^^ i A^ predilige) degna dì esser segnalata ali 'attenzione degli «ta- 
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diosi e dei pratici per novità e semplicità di regole. 11 § 38 volge intorno ai lo- 
garitmi ed al calcolo per logaritmi. 11 § 34 tratta delle succesttioni numeriche e 
delle loro somme; con molte proposizioni intorno alle progressioni, alle somme 
di potenze simili dei numeri naturali, alle medie aritmetiche, alla divisibilità dei 

nnnievìt tiìle frazioni decimali periodiche ecc. I §§ 35 e 36 contemplano 1 prodotti 
di m fattori ordinali e ì fattoriali, lì § 87 è sui tunttipJi e sui dirtsort comuni a 
più numeri uatutali, e sui numeri primi fra loro. I §§ 38 e ^9 sui numeri primi 
aaaolu Uni ente. Termina il libro ct>l g 40 sui numeri concreti o grandezze^ dove, 
acc^auto ai prìncipi fondamentali isulle grandezze in generale, trovan poato le pili 
importanti ut>£iaiii ^ìrca le cIabsì di grandezze a cui guardan per solito rAritmetJea 
e l'Algebra nella loro npplicazionì, non escluse le giaudezzo meccaniche e fìsiclie 

Nuovo e singoiar pregio dell'opera le abbondanti notizie storiche circa le piìi 
ragguardevoli propoaiziunì; notizie qui riprodotte dal Formulario di Matematica» 
e vagliate alla stregua di una critica dotta e rigorosa. 

A pagg. V"! e Vii sono enumerate e distinte le varie parti del testo, onde 
risulta il programma ufficiale del Uinnaaio superiore e del Liceo (a. 1902). 

per il bene deUMnaegnamento e della cultura à da augurare che questo libro^ 
COSI diverso dagli altri nt^lla forma ed anche un po' nella sostanza, trovi presso 
gli insegnanti e gli studiosi italiani un'accogìieuza df?gna del lungo studio e grande 
amore, che Thanno generato e partorito. M. PiBar. 

A. Righi e B. Dessau. — La tdegrafia smza fili Bologna, Zani- 

chellì, ISJOa 

L'argomento è dì pura fisica sperimentale; ma ae ricettiamo che molti dei 
problemi complessi sollevati dall'appi ìcaziou e delle ondulazioni elettriche alla tete^^ 
grafia senza fili non sono stati ancora studiati matematicamente, non sarà tro* 
vato fuor di luogo l'accenno in questo giornale di un libro, che pone il lettore^ 
anche profano, in grado d'impadronirsi delle cognizioni e dei metodi sperimentali 
cHe vi si riferiscono. 

In modo elementare, ma geniale, T illustre Righi riassume nella prima parte 
] fatti fondamentali delTelettricità illustrando le varie ipotesi da quella di Max weU 
all'altra recentissima, Migli elettroni, che la completa. 

Un materiale ricchissimo di ricerche e di esperienze è riassunto nella seconda 
parte, dove in maniera sempìice e piana lo stesso Higbi espone quanto è neces- 
sario conoscere sulle oscillazioni e sulle onde elettriche. Sono enumerati ì varii 
indicatori delle onde olettromagnetiche, ciascuno dei quali potrebbe servire nella 
segnalazione a distanza, mentre i radio^conduttori o coherers sono studiati in mod^ 
esauriente, anche in riguardo alle varie teorie proposte, in uno speciale capitolo. 
Tanto nella prima che nella seconda parte, sono preziosi gli accenni a ricerche 
originali deir Autore intorno ai vani fenomeni studiati; mentre la seconda parte 
potrebbe servire, allo studioso che non foss^ a giorno del soggetto, quale ottima 
introduzione all'altro libro del prof. Eigliif l'Ottica delle mcìlhzioni eleti richef dove 
r illustre Autore ha riassunto i suoi numerosi ed importanti lavori, ed ha trattato 
analiticamente varii casi iuteressanti- 

A1 dott. Dessau è dovuta la terza parta sulla telegrafia elettrica senza fili ; 
vi ai fa rapidamente la storia di tutti i metodi escogitati per servirsi della con- 
iìucibilità della terra o dell'acqua nel trasmettere un segnale da una stazione ad 
un'altra mediante correnti continue od alieniate ; ì siatemi fondati sulla induzione, 
e che sono ancora utilizzati fra due stazioni poste sul canale di Bristol, e quello 
degli apparecchi sintonici del Lodge. 
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Ln tdégnifìB collo ondf) elottriebe iimndìi j primi vagiti con Lotl^e e con 
Mujrhe.id; ma Boltfinto neiraudace hiiscinUva dì MAtcf^ol ebbe ntxi sviluppo mpìdo, 
e, per àò iho riguarda la ijiataiixa eaperftta^ completo. E debito di purA giustizia 
rJcr>ri1ar« che* nell'inizio dello prime eaperìonzOj furono roacìtlatcìre del Rìgtii, 
il coherer del Uakecchii l'anteona del Popoff per la regiatrazione delle icarielii» 
temporalesche, il marteUìno dtìl medeaimo per ùecaetìzzsLìQ il toh^rrr^ r'Iie nervi- 
rollo come mnt orlali primi alLVdiHcJo del Marconi, li quale m oditi co ^ftiza tregua 
i Buoi apparecchi, tino a raggiimgertì gli ultinà noti tnontì, riassunti In titi 'appetì* 
dice al volume, con una grandiosa inàtailaziono di cui^ ci permettiamo di iioinre 
paaeandot sarebbe pur deaiderabile una interpretazione acientifica. 

Tutti L tentativi fatti* le diverse soluzioni del problema studiato dai nufuerosì 
inventori, i fìervizi già resi voogono ìmparml mento registrati in questa dotta 
monografia clie, con acume critico, pone in evidenza i pre^i e i difetti dì cia^cuu 
aiatema. E sulle dìfiìcoltii che rimangono da vincere, sulle probubilttii di una vit- 
toria finale, hugriticonvenieitti che sanhrnna invincibili del sistema, il giudi^ic» tt 
ponderato. Dopo cbe il Flammarion, in un suo libro recente, eniimeii> e dileggiò 
gli scienziati, è ormai di buoua mauìeraT deridere gli fitudtoaì e ì giudizi loro. 
Sarebbe invece più utile meditarli pert:ho disinteressati, e pensare die in essi a 
sempre sotUuLeso un valore di relatività. 

11 volume ài chiude con due interessanti capitoli del prof. Righi stilla tf^lc^grafia 
coi raggi ultravioletti^ e Éulle trasmiasioni telefoniche mediante la ìuce^ cht^ci ei>pon> 
gono quanto di più recente è stato fatto in questo curioso campo d* investigaiionc. 

Noi raccomandiamo il volume ad ogni persona colta che vuol vivere delk 
vita del .^uo tempo (tanto più che del libro se ne annunzia, fatto straordinario in 
Italia, una prossima ristampa) y ad ogni studioso che desiderasse tentare la sem- 
pre utile applicazione della matematica ai fenomeni studiati Un d'ora soltanto dal 
punto di vista pratico. R. Pitosi. 



GORRISPOlSrDENZj^ 



Carissimo Professore, 

Il prof. Gambioli nella sua Memoria suirulttmo teorama di Fermat lancili uti 
dubbio, d'altra parte condivìso da Legendre, come lo stesso prof, tìambioti nota, 
cioè che for^'ie i waiemaiki tmn hanni> fin qui batinlfì òtiana strada ecc, Kors« Uit 
giorno» e speriamo non molto lontano, al prof, (j ambio li si dark ragione. iDiantu 
una domanda n' lettori del '^ Periodico ,: 8i e tentata mai qualche via geometrica 
per la dimostrazione del celebre teorema? Per es., stabilendo delle condizioni, ch« 
non sarebbero poi estremamente restrittive, per ;f, i/, *, in modo che s^ussiata la 
doppia diseguaglianza 

non BÌ pt)trebbe studiare Tequ azione 

in numeri interi o fratti madiaute la possibilità o meno della costruzioEie di an 
triangolo le misure dei cui lati soddisfacessero la (l)? 

A questo proposito avrei qualche comunicazione da fare, ma desidero sentire 
il parere dei lettori del * Periodico , che ai degneranno di prendere in couaidera- 
zione queste poche parole. «... QA^mniì. 

Giulio L azzeri — Direifurr responBnbHe 
Finito di Rtamimif 11 il itinr^ct tt>(>S. 
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(Organo deirAssooiasione « MA.TH1ISIS >). 
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Nel fascicolo di decembre 1902 delV Intermédiaire des Mathànaticiens, 
il sig. Comandante Ripert, propone sotto il numero 2479 [L* 11 e] una 
interessante quistione, relativa a una proprietà dell'iperbole equila- 
tera. Le note seguenti danno una dimostrazione geometrica della qui- 
stione proposta e di alcune proprietà che ne derivano. 

I. Se PA, Pa; PB, P^; PC, Py sono tre coppie di raggi omologhi 
d'un fascio di rette in involuzione, A, B, C essendo i vertici di un 
triangolo qualunque, a, p, y i punti d'intersezione dei raggi Pa, Pp, Py, 
rispettivamente coi lati BC, CA, AB del triangolo, e P un punto 
qualunque del piano del triangolo, si sa (Chasles, Cremona) che i punti 
a, p, Y sono in linea retta. 

In certi casi particolari questa retta gode di curiose proprietà. 
Supponiamo, per es. una involuzione circolare, cioè sia 

APa = BP3 = CPY = 90^ 

Si avrà il teorema seguente: 

Teorema. -:- Le perpendicolari Px, Pp, Py, condotte in un punto P 
qualunque del piano d'un triangolo ABC alle tre rette che congiungono 
questo punto ai vertici del triangolo, incontrano i lati opposti BC, CA, AB 
rispettivameìite in tre punti a, p, y «^ linea retta. 

Questa proposizione è ben nota. Nella sua Geometrie supeneure 
(2me edit. pag. 418) Chasles la dimostra applicando il metodo di tra- 
sformazione per polari reciproche alla proprietà che hanno le tre 
altezze di un triangolo d'incontrarsi in uno stesso punto. E anche 
facile dare di questo teorema una dimostrazione basata sulla pro- 
prietà deir^sagono di Parrai e clie darà ut-i uvu^s i punti iì<illa retta ^^y. 

ConsidcriaTiio inia conica 21 circoscritta ai quadrilatero ABCP. Le 
rette P«, Pfi, Py incontrano Z rispettivamente nei punti A', ìì\ C\ Si 
sa (Chasles, iJvom, Snp. p. iVò) che, se per un punto P d una conica 
si conducano coppie di rette fonnanti una invohizioncs le corde che 
i loro angoli intercettano nella curva, passano per uno stesso punto F. 

Nel caao di una involuzione circolare, le corde AA', BB', CC's' in- 
tersecano in un punto, detto punto di Frégier, corrispondente a P, e 
appartenente alla normale in questo punto alla conica. 
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Neiresagono inscritto PA'ACBB' si ha la retta di Pascal 

(PA; BC) = a, ( AA', BB) = F, (AC, PB) = ?. 

Nell'esagono inscritto PC'CBAA' si lia la retta di Pascal 
(PC, BA) - Ti (CC\ A A') H F, (BC, FA') = a» 
e per conseguenza, si ha il f^eguente 

Teorema. — La refi a stf^y contiene il punto di Frégier del punto P 
della conim S circosa^iita td qutvìnlatero ABCP. 

Facendo variare la conica 2, varia anche la normale in P, dunque 
il punto F si sposta sulla aflYì si lia cosi il seguente curioso corollario: 

Corollario 1'. — in ogni fmcio di coniche ^ il luogo geometrizzo dèi 
punti di Frégier rdalÌKi ad uno dei centri del fascio è una retta. 

E noto che ogni punto d'una circonferenza ha per punto di Fré- 
gier il centro della circonferenza: dunque, 

CouoLLABTo 2". — ^V il quadrdidero A BOP € inscritto in una cir- 
conferefiza, la retta a^y P<J^^^ P^^ d centro di essa. 

Consideriamo ora un quadrilatero ABCP inscritto in una iperbole 
equilatera. Le corde A A', BB', CC si tulliano nel punto di Frégier F 
di P, Ma fra le coppie di raggi omologhi ortogonali della involuzione 
circolare formata dalle coppie PA^ PA; PB, PB'iecc.^ ne eì=iiste una 
le di cui rette PS e PS' sono rispettivamente parallele agli assìntotì 
deir iperbole. La corda SS' è dunque 3a retta air infinito dei piano, e 
siccome essa contiene anche il punto F, ne segue che tutte le rette 
AA'BB'CC sono in questa conica parallele alla normale nel punto P> 
Si può dunque enunciare la seguente proprietà; 

Corollario 3**, ~ Siano A, B, C, P quattro punti di una iperbole 
equilatera S. Le perpendicolari condotte da P alle corde PA, PB, PC 
incotUrano rispettlvameìite BC, CA, AB in tre punti oc^ p, y in linea retta A, 
Questa retta è parallela alla normale in P alla conica S, 

Quest*u]timo corollario permette di costruire semplicemente la tan- 
gente in un punto P di una iperbole equilatera determinata da 4 punti 
A, B, C, P. Si detemina la retta A. La perpendicolare condotta da P 
a A è la tangente cercata. 

Per alcuni sviluppi delle materie svolte in questa prima parte si 
vedano le mie " Note geometriche ^ nel Progreso Matematico^ 1900^ 
pag. 313. 

2. Si sa che un'iperbole equilatera, circoscritta ad un triangolo, 
passa pure per il suo ortocentro- Siano dunque A^ B, C, D| M cinque 
punti qualunque di un'iperhole equilatera- Conduciamo da M la per- 
pendicolare alla eorda DA, e sia A' il suo secondo punto d'incontro 
colla curva. Per il teorema citato, A' sarà 1* ortocentro del trian- 
golo MAD, e per conseguenza A A' sarà perpendicolare ad MD, Pari- 
menti se B', C sono i secondi punti d'incontro colla curva, delle per- 
pendicolari condotte da M rispettivamente a DB e DC, le rette BB* 
ce sono altresì perpendicolari a MD. Si ha dunque il aegnente 
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Teorema. — Se A, B, C, D, M sono 5 punti di una iperbole equila- 
fera, e A', B', C * secotidi punti d' incontro di essa colle perpendicolari 
condotte da M alle corde DA, DB, DC, le tre rette AA', BB', CC sono 
parallele fra loro e perpendicolari a DM. 

Siccome le corde AA' BB' CC sono parallele, segue, da un noto 
teorema della teoria delle coniche, che il fascio, le di cui coppie di 
rette omologhe sono MA e MA', MB e MB', MC e MC è involutorio, 
solo nel caso di una iperbole equilatera, come dimostra per altra via il 
sig. prof. C. Servais nel N^ di novembre 1902, pag. 250 di ^ Mathesis „. 
Sarebbe pure facile dimostrare il teorema reciproco, cioè: Essendo 
A, B, C, D, M cinque punti di una conica, se A A', BB', CC sono perpen^ 
dicolar i a DM, la conica è un'iperbole equilateì'a. 

Se, come nella prima parte, rappresentiamo con a, p, y i punti 
d'incontro di MA', MB', MC coi lati BC, CA, AB del triangolo ABC 
rispettivamente, risulta dalla involuzione dimostrata che apy è una 
retta, il che constateremo anche in un altro modo. 

Le lettere essendo le stesse che nei teoremi precedenti, conside- 
riamo resagono ACBB'MA' inscritto in una conica S; si avrà la retta 
di Pascal 

(MB', AC) - (3, (MA', BC) = a, (AA', BB') = x. 

La retta aP, passa dunque pel punto x, intersezione di AA', BB'. 
Nell'esagono inscritto ABCC'MA' si ha la retta di Pascal 

(MC, AB) = Y» (MA', BC) = a, (CC, AA') = y. 

La retta ay, passa dunque pel punto y, intersezione di AA', CC. 

Nel caso particolare dell' iperbole equilatera i punti x, y si con- 
fondono all'infinito di AA', le due rette aB e ay sono dunque parallele 
ad AA'; dunque anch'esse coincidono e si ottiene cosi il bel teorema 
proposto sotto il N^ 2479 dal sig. Comandante Ripert nélYIntermé- 
diaire des Mathématiciens del dicembre 1902. 

Teorema. — Se rfa un punto M d!una iperbole equilatera (ABCD), 
si cotidncono delle perpendicolari alle rette DA, DB, DC, esse incontrano 
le rette BC, CA, AB in punti situati sopra una retta A perpefidicolare 
a DM. 

Le perpendicolari, condotte daM. a DA, DB, DC, incontrano V iperbole 
in punti A', B', C tali che le rette AA', BB', CC sono parallele a A. 

Come fa osservare il sig. Ripert, questo teorema è, sotto certi 
aspetti, per l'iperbole equilatera ciò che è per il circolo il teorema 
di Simson. 

Corollario 1®. — Se daM si conducono le perpendicolari alle corde 
DA, DB, DC si ottiene una retta A. 

Se da D si conducono le perpendicolari alle corde MA, MB, MC si 
ottiene una retta A'; le rette A ^ A' sono parallele e perpendicolari a MD. 

Corollario 2®, — Se M si avvicina wdefinitammte a D si ritrova 
Vvltimo teorema della V^ parte* 
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CoBOLLAHio B*, — Stano P un putito qualunque del piavo ài %m trian- 
golù ABC ed H Votioceniro di questo. Le perpendkdari condùite da H 
alh rette PA, PB, PC incontrmw i lati BC, OA, AB del triangolo in ire 
punti (U una linea retta perpendkalare a PH. 

Si potrebbero fare numerose applicazioni del teorema fondamentale 
alla geometria del triangolo. Sono pure facili a dimostrarsi le pro- 
posizioni reciproche di quelle sopra dimostrate, 

A, Droz-Fabnt. 



UN TEOREMA SULLE FUNZIONI RAZIONALI 



1, Sift: 






/ 



f(xi ^t,., :r„) = 2fl^^ q,...q,^i*^'-^'^' 
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UDA funzione raziauale intera a coef Scienti ruzionali mitri delle rt vAnaUri 
X\x^,..;jCn\ a ciascun aìstema di valori razu^nnli iateti delle variabiìi con rapendo 
allura un valore razionale intero della funzione. Inveri^auieote, se una funzione 
razioHiiìt ili n variabili jc^x^.^.j:^ aB^iime un valore razionale intero per ogni sistema 
di valori razionali interi di esse variabili, m può afferinAre ebe easa è razionale 
intera a eoeffìcienU interi in queste variabili? E subito vieto cbe no. Infatti, già 
per le funzioni di una sola variabile, il coefficiente binomiale; 

1^ -\){x—2)...ix — ]c^l) 



[i\ 



1 . 2 . 3 . . . Jb 

pur avendo coef^cienti raistonali, ina non interi^ aasume nn valore razionale intero 
per qualsiasi valore intero della variabile indipendente. E allora naturale proporsi 
il problema di determinare la forma più generale di una tale funzione rozionale^ 

^, Cbinmereiuo brevemente F una tale funzione. Dimostriamo innanzi tutto cbe: 
a) I c&ifffir^iénti delia F devono esser rtutneri ragionali. 

Consideriamo dapprima il caso che la F eia funzione dì una sola variabile ;r; 
e, suppostala ridotta alla aua pi li aemplice espressione, aia m il grado d«l «uo 
numeratore, n quello dd suo denominatore; per una nota formula d^ interpolazione 
di Caucby-Iacobì (*) potremo esprimere la funzione stesea in modo razionale per 
gli ni + « -^ 1 valori cb^ essa assume per m + » + 1 valori della variabile indi- 
pendente; prendendo allora per gli m -j- n -j- 1 valori delta variabile m + » 4* ^ 
valori intieri^ e ricordando cbe i corrispondenti valori della funzione sono anche essi 
numeri interi (baslervbbe che fossero razt'onnli soItaniG) ne segue immediatamente 
cb9 ì coefficienti della F, debbono in questo caso esser numeri razionali. {**} 



{*) Gfr. KtTTD, r^rlttan^en iihér Alfiébta^ Bd I, S. 4S; ad An«lie; OÀrsu.1 a Gabbissì, Con*^ 
di J ìtali gi Aìfftbrisa-T€4ifitì i/tt^oditltoné, pHg. 47hì. FAdor^, ]^A. 

I**) SJ D«flerTi« par esatii- del tulio rigoroftì cho, OinmegMa l'e*UieHia dinn funthnt F (.ridottn già 
alla più «ampliefl bspr^iiititia) 6 tritl&udoiii iolo dt veder Itk riAtnra ùm »tioJ <ra*|S|cienU, i«»m ptlo 
ATsrai p^er la formula di Cli^ufiliy-Jjieobi quel cnao di i^ccezion^^ etio fki rLUTatc dui EroncetL-r; del 
TBJito. li Tednbbe rAcLltufìTitfl cbe anths in quento caso VAlgono aneurji Immutate Le et^nflid enalotti 
superi ori fcfr» K^TTO, Al^éhra I, p. 47 e iiiichat Nirto, PSar Vaneh^'^tcMim iHttt-^ittiffntaufffab* {Mnih. 
AnualeD, Bd4i2-S.4^3; Gai-elu e GAarnuj; j. t. p»g. 471 iTS). 
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BRianno ora ^\ e ^* dn^ fiauJoiti prime tra loro; iimltre. per ciò die prtcede, il 
ptilttiomio 4^' ha ancofa utUa x\ U grado nj^ ii polinomto <p\ invece, A causa delle 
(2) « (4), ha nella Xi un p'ado fi mmm't ad ubiate ad /j ^ K 

Dalla (S) è chiaro cbe la Fi è ima finiti o»e rn?:lonRle delle ri, ^t».* ^J^'e calle 
Bteeae proprìeià delta F; ae per essa è l\ ^ ftt\i ai può au essa ripetere il medeaiaio 
ragiunaiiiento, e così via. Dupo k volte (con fc</( — mi + l) arrlverenio alEoia 
Htì tuia funzione razioiiale F^ , ancora dotala della solita proprtetà, nella quale il 
numeratore avrebbe nella Tarìabde ^i un grado minava clte non il denominatore; 
Tna questo è assurdo, per (|uel che atibiamo gìh detto. K adunque per qwdnnquf 
valore di i da 1 ad rt, %ni "^ 0, i (juiiidi ^ — coiataute, il che dimostra \\ teprama 
«nunciato. 

4. Poiché la F è ragionale intern, a coffrcrentt razionali, nelle ;ri jfi... jpp, det- 
tone m ìl gradoj potremo porre identicamente; 



dove le A^^^^ ^^sano numeri razionali, 



/ a-A _ fl^ 



gi+1) 



h^.,.qx 



e la sonima è estesa a tuiii i aisltmi di valori interi^ positi yi a nulli, delle qi*..q% 
la cui somma non supera m, 

e) I coefficienti k^^^^^^ divano esgèv Hntnet*t razionali iuiefi 
Sia infatti n , r^ . * - re un determinato aiatema di numeri interi, positivi o fiulli, 
per i quali si abbia; 



n + ra 4- - - + n . 



Jfi't 



la (5) dii allora: 

F(ri rt , 



..•.>-*„......+rA„,,....(;;)(3. ..(-). 



m 



(7) 



dove t'indice apposto al simbolo sommaturio sta ad indicare ohe nella somma va 
omesso il termine corrispondente al sistema (6) di valori delle qìt^t**>^at che 

abbiamo giii posto in evidenza. Si ricordi ora che se qi'>ri, è identicamente [ j = 0; 
la (7) si riduce perciò alla forma piìi semplice: 



essendo ora la somma ^ estesa a quei sistemi di valori interi qi ^s , 
Boddisrano alle condizioni 



5ì: 



. n. 



Sgi<2n, Cr = l,2...«). 



che 

m 



Ora dunque aiaai già verificato, che lutft! le ^^^^^ ^j^, per cui valgono le (9j 
tono numeri razionali interi, tale è anche, per la [H)^ e perchè Fj i l's . . . 1*11) è 
per ipotesi un numero intero, la ^wiTi,^,Tf^ • M* P^*' r^ =7 n =^ . . . ^^ i*a — Oj si ha; 

FfO,0,..0)-= Aoo __,, 

e quindi A^^i, ^ è certamente un numero intero; lo sono anche dunque ititU 
le i,^j^,.^.^^ della formula (5). 
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5. Posaiamo quindi enanciure il teorema: 

Se una funzione razionale in n variabili X\x% . . ,Xn prende valori razionali 
interi per tutti i possibili sistemi di valori interi delle variabili, essa ha necessa' 
riamente ìa fortna 

dorè A^ t, ^ sono numeri razionali interi e: 



O 



x\ (xi - 



!),.> ixi — qi-^ì) 



Tiiversaineiite è chiaro che^ qualiitique siano gH interi A^^ 
proprietà in Jiseorao. (*) 



.,„, 1« P h» 



(i. Alcune oBservazioni sul risultato clje precc^de. 

a) Alibìajno euppoato ch« la F assillila valori ruiionali interi per tuiii i sistemi 
dì valori interi delie vftriftbiìi; tua hat^tava suppone che ciò accadesse per tutti 
i eistemi ù\ valori interi delle variabili, mnggioiì in ralore aAs^ohito di un certo 
numero. In questo caso infatti, come facìlinetìte si vede, la F assume valori razio- 
nali interi, per tutti i possibili sistemi di valori delle vaiialijli indipendenti, (**) 

h) Alla stesila formula (10) saremmo pervenuti, quando si fosse ammesso cbe 
la F fosse, non razionate ma solo nhithricd nelle x-\ x% . . . Xa- 1/ Hilbert ha infatti 
dimostrato che una funzione ftlgebric» di n variabili xi x^ . , . Xf^ cho assume va- 
lori tasìunalì per tutti i possibili valori razionali delle variabili, compresi in un 
determinato campo, è nscessarianieote razionale in queste vmiabili. {***) Ma una 
tale conclusione vale ancora, come subito si riconosce, quando si ammetta soltanto 
che una tale ftinzione if debba assumere valori r:iztoua]ì per httti x possibili valori 
interi delle variabili xi^x^ ^ . . .srt^ (mnggiorif se si vuole, in valore assolato di un 
numero fìsao C). Non ^ forse inutile darne qui la dimostrazione, tanto più che 
]] teorema ora ricordato di Hilbert è semplicemente enunciato in Sue della uie- 
moria citata. 

Sia dunque; 

g{x^xt.. ,xny)= g^y^ ^ giif--^ -k- , ,. -V i^^^^ij -\- g% — Q {gi^(jvXxX%..,x)) (11) 

l'equazione, irriducìbile n«l campo assoluto di raziunalita, cbe definisce la ^/ come 
funzione algebriira delle ri.x^ ,,. .^n K allora possibile, perii teorema fondamentale 
di Hilbert sulla irriducibilità delle funs^ioni iittere, {^***} ed in infiniti niodi, asse- 
gnare alla j-| 3ra P * . JFtì dei valori interi ii ra . . . l'o (magj^iori di C in valore asso- 
luto) tali cbe la ^ /a fa > « > r> j^) ftia ancora irriducibile in r/ ed nbbia (incora U 
gr<tdo k-; basta infatti prender questi valori f'i rt ,.,rn iu guisa cbe, oltre la (20}, 
anche \% 

t/ g\xt Xì . . . Xn —] = iik y^ + . ^ ^ -ì- ffo 

ai cambi in una fuozione irriducibile in y^ (*****} Si osservi ora cb&, per T ipotesi 
fkUAr l'eqtiazioue irridueibUe in y: 
g (n 1-2 .. . fn y) = 

(*) Cfr. HiLHKRT, Crbtr dia Tktùrte der Atg«hiai9fh*H Fot-man, {Math* Aniiilen. Bd 3^-8 512). 
t*') Cfr. KiLpftHt, l 0. S 511. 

(***) Cfiv UitHJBT, UahÉi- dit Iryditci^ilit^t gatfMtf rationalér FttnctiQntH (laUrDivl vojj Crollfi 
Bd 110-S 1-2U). 

{****} CfK Htc.bebt, h 0. H iga. 
^ *•***} cfr, HiLB^nt. L e. S li;. 
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deve avere una radice rniionala fnel tioatro case intera); essa è dunque Untare 
in if, eiùè ^ =^ J < 7 è quìiidi iuta funzione raziunnle delìd n , :r3j . « . jta, 

e) Dalla formula (lU) 8«|^u« anche una cu ri osa proprietà animettca delln futi- 
siona F* Se ^i» g^j, ... g^ bu no numeri interi, positivi o iiulli^ la cut domina tim 
saperi m^ il quoziente: 

mi 

è notoriamenta un numere iulero. Ne segue evidentemente^ 

Se m è il grado fUlla funzione F, il prodotto m ! F è umt funzi&n* razionde 
intera a cotffìcittttt interi deili^ varuthili xi j"f * , * a*j,» 

d) Le conclusioni clie precedono va%oua aucora evidentemente, oltrfcliè nel 
campo assoluto di razitinalità, iu qualsiasi corpo algebrico clie non contenga mt' 
Vieri interi inferiori in modulo o qn al. ulti si quantità ns^egnahilef in particolare 
dunque in qualunque corpo quadratico immaginario. (*; hi questo eneo ì coeflicleiiti 
'^iiis ^ della \,\Q} sotto uutiieri interi (algebrici), affatto arbitrari, det corpo aase^ 
guato^ 

7, E intereasante ancora l'oa&ervai^Jtine seguente: 

Supponiamo die la futizimie raEtonuU FiXi jr« . . . Xp) debba assumere valori 
interi per tnUi t rctlvt'i delle ^j Js . . . Xn cbe appartengono a delU progre&sioUL 
fftontetriehe (uon pìix aritmetiche) che potremo sempre scrivere sotto la forma: 



3-4 = gji ^t=l,2. 



(12) 



dove Qi à un numero intero^ maggiore dì uno in valore asso lato ed aj varia (per 
valori Interi) da un certo valore A^i *> alt' infinito positim. 

E subito viato che valgono ancor H per F ì (foremi nj b) dei n. 2 e S; poniailio 
inoltre, indicando con jc una variabile arbitraria, p nu iutiero positivo; 



[■JC, q\ _ f jr — 1 ) ( j? — f/j . . . (x — gg- 1 j 
P J~ e g-n 

ai ha allora identicameute; 

[''^■'] = 0. t'erO<.<p; 

r;-']='-' 



(IS) 






k > 



ne se^ue, per una noia oaservasione di Ghiuss, (**) cbe quando iu [' ' si pongs 
per a? nna potenza di g con esponente intero positivo, I ^1 diventa \xt\a funzione 



razionale intera di g a ooeftìcienlì interi. 



(«) Cr ad itM* DtaicHi^ET, ZtthìtHiktnHt IV^ AuflAffa^ SuppL XI. 
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Scriviamo allora la funzione F sotto la forma: 
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F(xiX8...Xb) = 



2 A,-..,.MM...M; 

...+^nSm) L Pi J L Pa J L Pn J 



lo stesso procedimento, tenuto al n.®4, dimostra che le A^^,..^n sono Jtumeri 
ifUet'i, che possono evidentemente prendersi affatto arbitrariamente. 

Onorato Nicgoletti. 



SULL'ESTRAZIONE ABBREVIATA 

DELLA RADICE QUADRATA INTERA DAI NUMERI INTERI 



Nella presente Nota dimostro con la sola considerazione di numeri 
commensurabili un teorema noto ed utile in pratica sull'estrazione 
. abbreviata della radice quadrata intera dai numeri interi, ('*') del quale 
si conoscono parecchie dimostrazioni contenenti però anche la consi- 
derazione di numeri incommensurabili, e porgo inoltre alcuni esempi 
di applicazione dello stesso teorema. 

Teorema. -^ Sé la radice quadrata intera di un numero a infero 
Jiti Sn-j-l cifre alniefìOf e se sHnc/Ìco con e il numero rappresentalo dalle 
cifre di essa, esduse le n prime a destra C*"*), ed inoltre con q // quo- 



ziente e con Y il resto della divisione 
a — cV 10^" 



10'" 



2c . 10" 



, cioè se si pone: 



q + :^ 



(1) 



2c.l0^ ^ ' 2c,10"* 

si ha Va -= e . 10" + <1 esattamente, od a meno di una unità per difetto^ 
ovvero a meno di una unità per eccesso^ secondo che riesce r=q^ od r>q^ 
ovvero r < q\ 

DiMosTBAzioNE. — Se s'indlca con x il numero rappresentato dalle n 
prime cifre a d entra della radice quadrata intera del numero intero 
considerato a, sarà \'a^c .lQ^-\- x esattaineiite, quando a sarà un 
quadrato perfetto, ed invece Vei = e . 10" + x a meno di una unità per 
difetto, allorché a non sarà un quadrato perft^tto» e converrà nella 
dimostrazione considerare separatamente tali due casi. 

Caso 1". ~ Poiché si ha per ipotesi; 

Va = e . 10" + X esattamente, (2) 

(*) In ^iiattft Nota ■! ehianift Iji^ftVùnitnttì raàitui qtntdratn Ànitra (Fi kit numff'Q ÌHtertt ta sul 
ridice qubdriitap qumido eaaa è uà f}UiÉi)rAta piuKtlto, ed invece ìa «da radice gu&dratA i uucua df 
QnA uittt* per dUsUo. quando ebao uon e un quaiìrato parTotio, 

(**', Conviene ottsérrurt clie i\ n^wanf e h ji«e0«4ArL^meuFfl ug^ualB aLln radìefr qdJidraU intor* 
de] TiDmvro ititoro ch# >I ottiene da queLio eonttidemlo a, Bopprimcndovi 1« un prime cifio a dcHti*i* 
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si verifica manifestamente l'eguaglianza a = {e . W -\- x)*, cioè, sciO' 
gliendo la parentesi, quest'altra: 

o = cMO*" + 2c . 10» . a; + «•, 

da cui facilmente si trae: 

a — e'. 10»» 



2c . 10" 



= a; + 



2c . 10° • 



(3) 



Ora, poiché per ipotesi a; è un numero intero avente n cifre al 
più, ed invece <? è un numero intero avente n + 1 cifre almeno, si 
verificano necessariamente le due relazioni: 

a;<10° , c = 10", 

dalle quali, innalzando al quadrato i due membri della 1* e moltipli- 
cando per 2 . 10° il primo membro della 2* ed invece per IO*" il se- 
condo membro della medesima, si ottengono le due seguenti: 

a;»<10*'» , 2c.W>W\ (4) 

Dividendo quindi membro a membro la 1* di queste due ultime 
relazioni per la 2* delle medesime, si ha l'altra: 

in virtù della quale l'eguaglianza (3) mostra chiaramente che il quo- 

a — e*. 10*° 
ziente q della divisione — ^ — ttcr — è uguale ad x, ed il resto r di 

essa è uguale ad rr* e perciò eguale^ anche a q^; e sostituendo quindi q 
ad X nella relazione (2), risulta Va = e. 10° + 5' esattamente. 
Caso 2^ — Poiché si ha per ipotesi: 

Va = e . 10° + ^ ft meno di 1 per difetto, (6) 

e perciò anche: 

Va = e . 10° + (a? + 1) a meno di 1 per eccesso, (7) 

si verifica necessariamente la relazione: 

((;.10° + a;)«<a<[c.lO° + (a; + im 

in virtù della quale il numero intero a riuscendo compreso fra i due 
numeri interi (c.lO°+a:)* e [c.lO° + (a;+l)]" dev'essere almeno eguale 
al minore di questi aumentato di 1 unità ed al più eguale al maggiore 
dei medesimi diminuito di 1 unità, cioè si debbono verificare le due 
relazioni : 

a=^(c.lO° + a?)»+l , a<,[c.lO° + (a: + l)p — 1, 

ossia, eseguendo i quadrati indicati, le due seguenti: 

aS^cM0*° + 2c.l0°.ar + a;» + l \ 

a<c^ . W + 2c . 10" . (x+ 1) + {x + If — 1 i ' 
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dalle quali si deducono poi facilmente le due altre 



2c.l0° >*■ 
10»° 



2c . 10° 

(^ + 1)'-1 



2c.l0° =(* + !)+ 2c.l0° 
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(^ 



Ora, poiché, avendo l'intero x per ipotesi n cifre al più, necessa- 
riamente è a; <,10° — 1 e perciò anche « + 1 = 10° « quindi pure, 
innalzando al quadrato ambidue i membri di quest'ultima relazione: 

{» + !)•< IO*», (9) 

cioè, sciogliendo la parentesi: 

x» + 2a; + l<,10^ 
risulta manifestamente: 

x» + l<10^ (10) 

e dividendo quindi membro a membro quest'ultima disuguaglianza 
per la 2* delle due disuguaglianze (4), si ha l'altra: 



a:» 4-1 



2c.l0' 



H<1, 



(11) 



in virtù della quale la 1» delle due relazioni (8) mostra che il quo- 

a — e" . 10^ 
ziente q della divisione — ^ — fo^ — ^ almeno eguale ad x. 

D'altra parte, poiché dalla relazione (9) si deduce manifestamente: 

(a:+l)" — 1<10^ (12) 

dividendo poi membro a membro quest'ultima disuguaglianza per la 2* 
delle due disuguaglianze (4), risulta la seguente: 



2c . 10^ 



1, 



(13) 



in virtù della quale la 2^ delle due relazioni (8) mostra che il quo- 
ziente q anzidetto è al più uguale ad x-^ì. 

Infine conviene osservare che, quando è q = x, sostituendo q Rà x 
nella relazione (6) e nella 1* delle due relazioni (8), si ottengono imme- 
diatamente le due altt^e: 

y« ^ e - 10" + 7, a meno di I per difetto, 

a — cMO=*»'= , 7^ + 1 
—^:>q- 



2c.l0" -"^ ' 2c.lU'^' 

confrontando la 2*^ delle quali con leguaglìanza (1), si ottiene subito: 

> r = , g^ + 1 
^"^litJ.lO" ^ ^^ lic, 10^* 

da cui si deduce tosto r^q'-\-l e perciò anclie r > 5*, 
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Invece quando è 9=^4:+ 1, sostituendo q «d :r-|-l iiellà relazione (7) 
e nella 2^ delle due relazioni (8)^ si hanno iminediatàniente le due 
seguenti : _ 

}/a = €AO''-\-q^n meno di 1 per eccesso, 

confrontando la 2^ della quali ancora con reguBgltaiiza (1), sì ottiene 

subito: 

da cui si deduce tosto r^q^^l e quindi anche r<lq*. 

Osserva zion E P, — Il teorenia testò dimostrato si verifica pnre 
quando la radice quadrata intera del numero intero a considerato ha 
Bolaniente 2n cifre^ nja però hi prima di esse a sinistra non è minore 
di 5, cioè quando, distinguendo le cifre del numero a in gruppi di 
due cifre ciast^uno incominciando da destra, il numero rappresentato 
dal Tu I timo gruppo non e minore dì 25. 

Infatti allora il numero interi» indicato con e nel teorema avendo 
« cifre solamente, n*a essendo però la sua prima cifra a sinistra non 
minore dì 5, neace manifestamente c>'5,10*~*, e moltiplicando poi 
ambidue 1 membri di quest'ultima relazione per 2 > 10*", si oLtìene 
Tal tra 2€ . 10^ ~ 10'^ per la quale dividendo quindi membro a menjbro 
la 1* delle due diseguaglianze (4), hi (10) e la (12), risultano ancora 
le tre suddette (5), (11) e (18) che lianno già servito per mettere in 
evidenza la verità del teorema suddetto. 

Osservazione 2*, ~ E assai facile comprendere che, quando già 
ai sìa trovato il numero e estraendo con il metodo ordinario la radice 
quadrata irktera dal minieio intero che si ottiténe da quello conside- 
rato <T, sopprimendovi le 2n prime cifre a destra» se si abbasseranno 
a destra del resto ottenuto in tale estrazione di radice le n prime a 
sinistra delle 2n cifre anzidette, e se poi si dividerà il numero così 
risultante per il doppio del hi ste^^sa radice trovata e, si otterrà un 
quoziente uguale ii quello q considerato nel suddetto teorema» e se 
quindi si abbasseranno a destra del resto di tale divisione tutte le n 
rimanenti delle 2» suddette cifre, si otterrà un numero eguale al 
resto r pure considerato nello stesso teorenia. 

Osservazione 3"* — Per abbreviare lestrazìone della radice qua- 
drata intera da un numero intero dato, approfittando del teorema 
dianzi dimostrato e delle due osservazioni l"" e 2"* relative al mede* 
simo, conviene procedere nel seguente modo. 

Nel caso che la prima cifra a sinistra di tale radice sia minore 
di 5, si trovano primieramente col metodo ordinario tante cifre a 
sinistra dell'anzidetta radice che il numero dì esse superi il numero 
delle rimanenti di 2 od 1 unità, secondo che il numero totale dell© 
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Cifre della stessa radice è pari od impari; ed invece nel caso che la 
prima cifra suddetta non sia minore di 5, si trovano primieramente 
con il metodo ordinario tante cifre a sinistra di tale radice che il 
numero di esse sia eguale al numero delle rimanenti, oppure lo superi 
di 1 unità, secondo che il numero totale delle cifre della medesima 
radice è pari oppure impari: poi in qualunque caso con il metodo 
indicato nell'osservazione 2* si trovano il quoziente q ed il resto r 
della divisione considerata nel teorema suddetto, ed infine si aggiunge 
tale quoziente q al numero rappresentato dalle cifre della radice ri- 
chiesta già trovate col metodo ordinario, seguite però da tanti zeri 
quante sono le cifre rimanenti della medesima. La somma così otte- 
nuta sarà eguale alla radice quadrata del numero intero dato, esatta- 
mente, od a meno di una unità per difetto, oppure a meno di una 
unità per eccesso, secondo che il suddetto resto r riuscirà eguale, o 
superiore, oppure inferiore al quadrato del quoziente q suddetto, e 
nell'ultimo di questi tre casi poi si otterrà la radice quadrata del 
numero dato, a meno di 1 unità per difetto, sottraendo 1 unità dal- 
l'anzidetta somma. 

Esempio 1^ — Per estrarre brevemente la radice quadrata intera 
dal numero intero 15246816484 si osserva innanzitutto che la prima 
cifra a sinistra di essa e manifestamente 1 e quindi minore di 5, e 
che inoltre il numero totale delle cifre della stessa radice è eviden- 
temente 6 e quindi pari; perciò si troveranno con il metodo ordinario 
le 4 prime a sinistra delle 6 anzidette cifre, e poi si compierà il cal- 
colo di tale radice, operando nel modo indicato nell'osservazione 3\ 



yi5246816484 

1-5 2-4 6-81 
5-2 
8 4-6 
117 81 
1925 



1234 



22 
2 



44 



243 
3 



729 



1234X2 = 2468 



2464 
4 



9856 



192564 

19804 

60 



12468 
78 



6084 = 78" 



78 

78 

624 

546 

6084 



V15246816484 = 123400 + 78 = 123478 esattamente. 

Esempio 2^ — Per es trarre brevemente la radice quadrata intera 
dal numero intero 941978623 si osserva innanzitutto che la prima cifra 
a sinistra di essa è manifestamente 3 e quindi minore di 5, e che 
inoltre il numero totale delle cifre della stessa radice è evidente- 



310 PERIODICO DI MATEMATICA. 

mente 5 e quindi impni-i; perciò si troveranno col metodo ordinario 
le 3 prime a sinistra dello 5 anzidette cifre, e poi si compierà il cal- 
colo di tale radice, operando nel modo indicato neil' osservazione 3*. 



V941978623 

9-4 1-9 7 

4-1 9-7 

561 



306 



606 
6 



36a6 



306X2 = 612 






56186 

1106 

494 



012 
91 



91 
91 



49423>8281 
49423>91» 



91 

819 

8281 



V941978623 = 30600 + 91 = 30691 a meno di 1 per difetto. 

Esempio 3°. — Per estrarre brevemente la radice quadrata intera 
dal numero intero 267383097852 si osserva innanzitutto che la prima 
cifra a sinistra di essa è manifestamente 5, e che inoltre il numero 
totale delle cifre della stessa radice è evidentemente 6 e quindi pari; 
perciò si troveranno con il metodo ordinario le 3 prime a sinistra 
delle 6 cifre anzidette, e poi si compierà il calcolo di tale radice, 
operando nel modo indicato nell'osservazione 3*. 



V267383097852 

2 6-7 3-8 3 
17-3 
7 2 8-3 
94 

94097 

1037 

3 



517 



517 X 2 = 1034 



101 
1 



1027 

7 



101 7189 
1034 



91 



3 8 5 2 < 8281 
3852<91'' 



91 
91 
91 
819 

8281 



y267383097852 = 517000 + 91 = 517091 a meno di 1 per eccesso, . 
V267383097852 = 517091 — 1 =517090 a meno di 1 per difetto. 

Esempio 4'. — Per estrarre brevemente la radice quadrata intera 
dal numero intero 3911252831^785 sì osserva iiuiaiizitutto che la prima 
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cifra a sinistra di essa è manifestamente 6 e quindi non minore di 5, 
e che inoltre il numero totale delle cifre della stessa radice è eviden- 
temente 7 e quindi impari ; perciò si troveranno con il metodo ordi- 
nario le 4 prime a sinistra delle 7 cifre anzidette, e poi si compierà 
il calcolo di tale radice, operando nel modo indicato nell'osservazione 8*. 



V'39112528349785 

3 91 1-2 5-2 8 
31-1 
6 7 2-5 
5002-8 
12 



6254 



6254X2 = 12508 



122 
2 



244 



1245 
5 



6225 



12504 
4 



50016 



12349 
12349 



12508 




12349785>0 
12349785>0' 



V391 12528349785 = 6254000 + = 6254000 a meno di 1 per difetto. 

G. Bernardi. 



SOPRA ALCUNE FORMOLE 
RELATIVE ALLE PROGRESSIONI PER DIFFERENZA 



I. Si abbia la progressione per differenza: 

la cui ragione sia d ed n il numero de' suoi termini, per modo che sia : 

Or-i = a + (r — 1) d. {r = 1, 2, . . . w). 

Vogliamo esprimere la somma Sm delle potenze ;«•"'■"* dei termini: 

s,„=a°'+ar-fflr+...+a;r-i 

in funzione delle somme analoghe S,„-i, Sm-2, ... Sa, Si delle potenze 
{m — i)"-»'"»» . . . seconde, prime de' termini, del numero n di essi termini, 
del 1<* termine a e della ragione d. 
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Per questo abbiamo le seguenti identità: 
(a+rf)"'+'— «"•"=(»»+l)a'"rf+ ('" J^) a—>d»+ ("'^^) o-*d»+..„-|-d-+» 
(a+2rf)"+'-(a+rf)"'+'=('«+l)(«+rf)"'<i+('"2'^)(«+<^"-'<^+-+<i°'+' 
(«+3cO'"+'-(a+2rf)»+'=(m+l)(a+2«0'"<i+{"*J^)(a+2d)"'-'rf*+...+d-+' 

=(m+l){a+(n-l)rf}"'rf+ ("*^^){a+(n-l)rf}"'-'rf«+...+d-+'. 
Sommando membro a membro e semplificando: 

Ovvero, sviluppando nel 2° membro e semplificando: 

... + *-- (n- a - Si) + ^^^ (n-+' - n), 

che è la formola cercata. 

Ponendo nella (1) a = l e poi d = l, si ottengono rispettivamente: 



Sm=n+^d(n»-S„_,)+...+ -5^ — TC(r-Ì-l) -<^'(n'+'-S»-,)+... 



. + rf-+' (w" - Si) + ^pipì (»»">+' - n), 



m 



S„ = «a" + ^ (n» a»-' — S„_.) + 



^'-W("'«"-'-S»-0 + ..-+^(n"'^'-")- 



(2) 



(3) 



La (2) ci dà la somma delle potenze m*^"^ degli n termini di una 
progressione, il cui 1** teraiine è Tunità e la ragiono d; e la (3) dà la 
somma dello potenze m*"""^' di n numeri consecutivi, a partire da a. 

E ponendo infine nella (1) a^l, ^^1^ abbiamo: 



1^(^ + 1) 



(«^^'-3.-.) + ..., 
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la quale può anche scriversi, sviluppando le p 

m( m^l),,.(m — r) 



^(r + 1) 

che ci dà la somma delle potenze simili (w*'"*" 
naturali. 

2. Possiamo ottenere la somma delle poter 
numeri naturali in altro modo e ci risulterà fi 

Osserviamo perciò che se una funzione è (3 
terrà un termine Ax™: aumentando la variahi] 
mento di x"^ è espresso da: 

(x + 1)°» — x"^ = wx^-' + ( 2 ) ^""' + • 

che è funzione razionale intera di grado m — 
deiraccrescimento di un termine è inferiore d 
esso termine e quindi Taccrescimento della funzi 
funzione di grado inferiore di un'unità a quel] 

Posto ciò, la funzione di 71 che dà la somn 
dei primi n numeri naturali è di (m + 1)^»*"'» 
scimento, quando n aumenta di un'unità, è (n + 

Sarà perciò una funzione della forma: 

dove le A, B, Ci , Ca . . . Cm-i sono costanti da det 
funzione non conterrà termine costante, poiché 
larsi. 

Dobbiamo determinare i coefficienti A, B, < 
perciò esprimere che aggiungendo ad essa fun 
la somma delle potenze m*'***™% allorché la sei 
terminata da n, ma da n + 1. Si avrà quindi 

An»+* + Bn"^ + Cin»-^ + Can»"* + . . . + C„-, r. 
= A(n + l)~+i+B(n + ir + C(n + l)-^ + Ca(n- 

Eflfettuando i calcoli e le riduzioni, si ottÌ€ 
=A {(- + !)„»+ ('» + l)n"-« + (- + iy-»- 

+c. {('« 7 y-^+(- 7 2) ,.^+(m - y _.^ 
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Eguagliando ora i coeflicientl delle medesime potenze di u ne due 
membri deiregimglianzai otteiiiamo un materna dì equazioni ricorrenti, 
che ci permettono di ricavare i valori delle costanti. Otteniamo per 
esse: 



A= 



1 



1 _12 _^ p _ m {m^l){m-2) 



r/i + 1* 2' "*~m *-» — -*—— 720 ,C4 — 0.-. 

e in generale pel coefficiente del termine in ti**"*' ai ha Tequazione! 

(T) = A (rt 1) + " (") + '■' ("- i) + «■ (r:D+-+c-. {'"-^') 

con indice pari, sono 



Possiamo mostrare die i coefficienti tV, C^, 
tutti nulli. Polendo nella: 



(«) 



n — 1 invece di n, si ha: 

S™=A()i-l"r+'+B{»-l)™+C,(»f-l)—^+C,(«-l)--'+...+Cr(«-l)— '+...(?) 
e aottracndo dalla (x) la {^) membro a membro: 

ji,„=A{m'-+'— (n— 1)-+'}+B{h'"— (H— 1)"}+C,{«— '— («— 1J"'-'Ì+... 
. . . + Ct (n"-' — (h — l)"-') + ....= 

=A{f»+i)«™-('»+i)„~-'+...+(;«^}) «--...}+ 

+c.{('v^i«"--..+(ri-i) «-'—■}+ 



+ c^. (("*-[+ 1)"- 



]+ 



Ed eguagliando i coefficienti di rt""'"^ si ha, ponendo per A e B i 
loro valori: 

M:^J)»TT-(:)l+(:r;)c.-cri<vt-...+(-^i)c^. 

Ma abbiamo trovato pel coefficiente di «""^: 
E sottraendo fra loro le due ultime relazioni: 

(rr|)c.+ (rrl)c.+pr^)c.+...=o. 

che deve sussistere qualunque sia t\ E allora ponendo successivamente 
f ^ 3, 5, 7 . , , ^ si vede che C», C* , , . sono nulli, come volevamo dimo- 
strare. 
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Quindi per Tespressione di Sm abbiamo: 
^m+i n™ , m 1 
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^~m+l"^2+2"6^" ~4[s)'W^^ +6U;"42^" "sUJ'SÒ**'" + 
^10\9;'66'^ "■I2lllj" 



691 
2730 



n™-" + . 



I numeri che fanno parte dei coefficienti nella precedente formola 
e cioè: 

i- _!. J_ _i. A 691 

2 



30 ' 42 ' 30 ' 66 ' 



2730 • • ' 



sono, com'è noto, i numeri di Bernuilli. 

3. Le formole (4) e (5) possono servirci a calcolare le somme 
delle potenze simili dei primi n numeri naturali in alcuni casi parti- 
colari, utili nella pratica: 



■ n «(n + l)(2n+l) 
■^ 6 ~ 2.3 



m = 2 S, = ^ + -2- 

„ „ n* «• n' (n{n + l)Y 

m = i Si = 



"* t ili _i_ "' 



5^2 
m=5 SB = -g — 1~"2~ 
»»' _L "' 



3 -30 = 27375 I3n(n + 1)-1> 

5 ^ n* n'(n+l)*y / , 1^ i\ 
Ì2"-l2== ìJ— {2«(«H D-l) 



+ 9 fi "T" 



42 

-7 n" n-, 7n' 7 . , n' 



1* 
2 

7n« 

12 



6 

_7_ 
24 



12 



n' 



w = 8 S8 = -Q- + -9--T77-n» + 



9 



15 



9 



30 



Le precedenti formole sono state ottenute assai speditamente 
dalla (5), mentre sarebbero stati necessari dei calcoli laboriosissimi 
a volerle ottenere dalla (4). Notiamo però che se la (5) offre, rispetto 
al calcolo, dei vantaggi che non offre la (4), tuttavia ha l'inconve- 
niente di non presentare quella omogeneità nella forma dei termini, 
necessaria in una formola generale. 

4. Diamo ora un teorema, che ci darà modo di verificare per 
sintesi le formole precedenti. 

Sia '^((i-f-nf^) unii funzione, tale che sia: 

(p(« + nd) — »(« + (« — IK) = /(a + nd) 
e che: tf{a)^=f{a); faremo vedere che: 
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ossia che la funzione ìp(fi + (n — l)rf} è uguale alla somma ài n fun- 

zioui che si ottengono dalla f[a -\- nd) dando ad n successivamente i 

valori: 0, 1,2, , * .(^i — 1), 

Infatti, per ipotesi si, ha: 

^p(£i + d) — <p(o)=/"(a + rf). 

<p(a + 2d) - 9(a + d)=f{u + M), 

^ ^{a + (M - l)d) - ^{a + (fi ~ 2) rf) = f{a + (n -\)d)_ 
Sommando membro a membro, sì ottiene; 
^(a + (n~l)if)-qj{^)=/^(a + rf)+/(a + 2rf) + „. + /ìta + (rt — 
ed essendo per ipotesi ^{a)^==f{a): 

(p(<i + in ~ l)rf) -= 2V(rt + f r — 1 )rf) e, d. d. (6) 

In particolare, nel caso la cui a = d=l, si ha: 

<pfrt) = Sr/*(r). (7) 

5. Si abbia ora resprcsaione indicata nel 2'* membro della (IX in 
cni Sju-i, Sm-j, . - . rappresentano le somme delle potenze \m — 1)"*^™% 
(m — 2)^^"*%.,. degli n termini di nna progressione por differenza, il 
cui y termine è (j e la ragione è rf; verifichiamo come essa rappre- 
senti effettivamente la somma delle potenze m"'*^""' degli n termini della 
progressione stessa. Ponendo perciò: 

!F(«+(«-l)rf)=n«'"+ f d {a«a—-S„_.} +^^^^ {«'«"--S._,} +.... 
abbiamo: 

fia + (» — IJrf) = (pia + (« - l)<f) _ ^fa + (» — 2)d) = 

-[(«^lJa»4^rf{(„-l)-a--.-S'„..K'^^('»-l)"a»--S'._,H....]. 

in cui le & rappresentano le somme delle potenze simili degli n~l 
primi termini della progressione stessa. 
Ossia: 

fl«-H«-l)i)=«-{„-(„_l)}+Sd„.r.{„._(^l,.}_2^g__,_g.__,^ 

+ =^''«-- (»■ - <« - !)■! - ti^'^cs.-.- S.-.)+...= 

= a" + »(«"- (h - l)d + ( 2 ) B-" (m _ 1)« (? + . . . 



I 
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I 

I 



" è uguale al quadrato della somma delle potenze m«»*"« dei numeri 
" stessi „. 

Ed ancora piìi generalmente, poiché si ha: 



2d Sm, d 2id d^Om, n = Om, n Sd d^ = Cm, n y Om, p f 



(11) 



possiamo dire: ** la somma delle m®**"»« potenze dei primi p multipli 
** dei numeri 1, 2, . . . n (n < p), è uguale al prodotto della somma delle 
* potenze m®»^™® dei numeri 1, 2,... n, per la somma delle potenze m***^"»® 
" dei numeri 1,2, ...p „. E da ciò, per p = n, discende la proprietà 
sopra enunciata. 

7. Ponendo nella (2) d=p — 2, w = l, si ha: 

S = n + yn(n-l)(p-2), 

la quale ci dà la somma degli n termini di una progressione per dif- 
ferenza, il cui 1** termine è Tunità e p — 2 la ragione. 

Vogliamo ora determinare la somma degli n termini di una serie, 
in cui il termine generale sia rappresentato dal 2* membro delFegua- 
glianza precedente. 

Chiamando «i,wa,..Wn i termini di questa serie, abbiamo: 

t*r-i+t*r = 2r-l + (r-l)«(p-2). 

Dando ad r successivamente i valori w, (n — 1), . .. 3, 2, 1, si ha: 

w„ =2.n-l + (n-l)«(p-2)-tt.-, 
ti._x=2.(n-l)-l + (n-2)»(p-2)-w„_a 
w„-,= 2 . (n -- 2) - 1 + (n - 3)' (p - 2) - u^-z 



wa =2.2 — l + l\{p — 2) — Ui 
Mi =2.1 — 1. 

Sommando membro a membro e facendo le debite sostituzioni: 

oa / I i\ I / ^. (n — 1) 71 (2n — 1) , 

2S = n(n + l) — M + (p--2) g \-u^ = 

/ I i\ \ / ^^ (n— l)n ( 2n— 1) . 1 / .w o\ 

=n(n+l)— n+(p— 2) g \-n-{'^n{n—l){p—2), 

ossia, semplificando: 

^ n(n + l) r (^-l)(p~2) A 
^^ 2 \ 3 ^/' 

che è l'espressione che volevamo ottenere. 

Essa, per p = 2, ci dà la somma dei primi n numeri naturali (nu- 
meri lineari); per p = 3 dà: 

g_ n(n + l)(n + 2) 
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che esprime la somma degli n così detti numeri triangolari: 1, 3, 6, 10...; 
per p = 4: dà la somma nota degli n numeri quadrati: 1, 4, 9, 16 ... ; 
per p = 5 dà: 

^ n'(n4-l) 

che esprime la somma di n numeri pentagonali, cioè 1,5,12, 22, 25...; ecc. 

P. Patrassi. 



UN NUOVO TEOREMA SULLA FUNZIONE E DI LEGENDBE 



i. In una mia Nota precedente '^ Sulla fattoriale di un numero 
e sopra una nuova espressione di tc , (*) ho dato alcune formule ri- 
guardanti le fattoriali. Considerando ora nuovamente la formula 

n!= IIp ^ ^ ^^ 

dove p rappresenta il massimo numero primo < w e Pp la massima 
potenza del valore che si dà a p, contenuta in w, ho veduto che essa 
è suscettibile di una maggiore semplificazione, in conseguenza del 
teorema sulla funzione E di Legendre che forma Toggetto della pre- 
sente nota. 

2. Teorema. — Sen e p sono due numeri interi e positivi qualunque^ 
tali però che si abbia n > p, si ha 

e^ + e4 + ... + e^ = ^-^" 



Pp 



1 



71 



dove E — rappresenta la parte intera del quoziente della divisione 

di n per p, Pp la massima potenza di p contenuta in n, ed Sp la somma 
delle cifre del numero n scritto nel sistema a base p. 

Dimostrazione. — Principiamo collo scrivere n nel sistema a 
base p : avremo 

n = hp^ + ^P^ + 'l>^ + • • • + ^> 
e sostituendo questo suo valore nell'espressione 



(*) Cfr. P^rìodìeo di Matémntiea, Anno XVI, settembre-ottobre 1900. 



320 PgniUDlCO DI MATEMATICA. 

sarà 

^_^ f'P'+f^P' +¥'' + '■■ + (^ , j^ V+Ay'+^Jp" + ...+" , 

•■■+^ ^;ì • 

Consideriamo ora il primo di questi addendi: esso è eguale a 

dove r ultimo termine — è < 1, e quindi è, nel caso nostro, tradcu^ 
rabìle. Abbiamo dunque 



Passiamo at secondo: esso è eguale a 



dunque 



,,Jtp^ + fcp^+/p^ + .,. + g 



J» 



E 






e così per tutti gli altri termini 
Riassumendo, avremo 

e, raggruppando tutti i termini afifetti dal medesimo coefficiente, 

Ora, ciascuna delle espre^ioni contenute fra parentesi è una pro- 
gressione geometrica di ragiono p. di primo termine 1» e di A,B,C... 
termini rispettivamente; dunque 

p^— 1 

n^ — 1 



(*) Si Ollnjufeir^ fji.ei]iiifiuiD ehd E - - E- . lufitUì eki Diamo n = lp4-«, 4^t9 a ' f»ii.rr«tu« 

J^ F 



-^--'■^--i^+pì^r 



E — 



t ^V' + a 
P 



- K 



^Ki)_. 



e, d. d. 
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Quindi sostituendo 



S = A 



^^^-^k^^+l^4^ + ...= 



P 1 ^ P 1 ' *^ P 1 

^ hp^^h+kp''-'k+lp^--l-^... __ hpH-fcp''+lp''+..,—(h+k+l+,,,) 
p— 1 "" p — 1 

kp^ + kp''+lp^ + ... + a — {h + k + l + ... + a) 

p-1 - 

ossia, per quanto sopra abbiamo detto 

n — Sp 

p — 1 e. d. d. 

3. Esempi. — Sia da calcolare 

f+Ef+Ef 
Si ha Se = 5, quindi 

mentre direttamente S = 27 + 13 + 6'+ 3 + 1 = 50. Analogamente 

857 857 857 857-11 
S-E-^ + E^ + E3^= 6 = ^*^ 



S=- 



S = E7r + E-^ + E-g- + ET^ + E5H 



55 
16 



55 
32 



e direttamente 



5 



S = E^ + E^ + E 



8 = 122 + 17 + 2 = 141. 
932 
25 

8 = 186 + 37 + 7 + 1 = 231 



932 932 932-8 

125+^625= 4 ' = ^^ 



4. CoROLLABio. — Posto quGsto, l'ospressione della fattoriale 



diventa 



«! = 2 " '«.3 » '^'. 



n- Sa B— S» 

n! = 2 ' .32 . 



...p » 

n — Sp n — So 

p-— P —^-^— 

p=2 



Pp 



5. Come applicazione della formula trovata più sopra, proponia- 
moci di dover calcolare la somma delle potenze successive di un 
numero 

Potrò evidentemente scrivere 



P 



in+l 



pa 



i+1 



n»+i 



ed allora, applicando la formula data, ed osservando che la somma 
delle cifre della potenza di un numero scritta nel sistema avente a 
base il numero stesso, è la base medesima, sarà 



S = 



pn+l p 



formula nota. 



p-i 



ì 



i 
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B. Consideriamo finalmente la progressione geometrica 

fr ai «i , . , «n , 

e supponiamo di volerne trovare la somma, È evidente che potremo 
porre (indicando con r la ragione) 

S=-(ii + (ii + .,, + a^ = ai(l+r + r^ + .., + ?-0, 

ossia^ per la formula precedente, 

i* formula nota. 

Possiamo dunque considerare la progi-essione geometrica ordinaria 
come un caso particolare di un'altra progressione piti generale, in 
cui» invece di essere costante il rapporto di due termini consecutivi, 
è costante la funzione E di detto rapporto, 

Mario Lazzarixi. 



MATEMATICA ED ESPERANTO 



L'Esperanta, la niiovar lingua int«rna£Ìanale, contìnua 1& &ua mai eia trionfale, 
ed anche fia noi, bencliè tardi, sì h costituita la Società iiaìùtna per la propagandfn 
dtll* Esperanto. Lentamente iti Italia, ma a grandi passi all't^stert», la nuova lingua 
SL propai^a p^r mezzo di assucia/Joni e tiJ pubblica^ìgni. Nel Belgio ai pubblica 
la Bflfftt ganorìiot nella cjuale scrìvono il capitano dì artiglieria Carlo Lem aire. 
ÌDfaticabilo propagandista, membro onoraria del Circolo poliglotta dì BnixeLles, U 
condirettoro prof Luciano Ulanjean e molte delle personal ita più note nella let- 
teratura^ nelTarte, nelle scienze, nelT industria e nel commercio, NéI Canada eace 
La LiitJiOj illustrata, in francese, ioglese ed esperanto; da poco vi si è creata una 
Societ-à per T iabegBaniento o la propaganda dell' Esperanto fra i popoli di lìngua 
inglese; sua aede è Koigblej, prf^aidente Joseph Kode, sf^gretario John Ellis; altre 
souietà sono sorte da poco a Losanna ed a Ginevra nella Svìzzera^ a Mnrcia nella 
Spagna. In Francia è ormai vecchio L^Esperantinie diretto dal De Ueaufront, pre- 
Bidente della Società esperantista fraocf'^e, il quale fa ottima ed indefessa propa- 
ganda^ COSI che sorgono i^^mpre nuovi gruppi esperantisti [PariSt Amiens^ Annery* 
Beaan^on^ Bordeaujc^ Boulogne-sur-Mer, Dijon, (.ìrenc^ble. Lille, Hautmont, Le Havret 
Lyon, Marseille, Montpellier, Nancy^ Nice^ Reims, 8aint-0niec, Tournon) con aumento 
rapido di aoci, con coraì settimanali d'insegnamento pubblico e gratuito, con sus- 
si di 6 facilitazioni da Società e da Consigli comunali. La Holaitfia ptoniro esco in 
Olanda; ìa Litìt/ro inferntrcia^ ad Upsala prima od ora a H^egràrd^ in continna- 
BJone ^t^ìV Esperanttsio fondato nel 1888; il RondiraiUo in Bulgaria a Plovdiv; Il 
Bohsma En^entntiMo in Boemia; il G erma ita E^ptrantisto e la HrvtiQ Intera fida 
A Bystrìce in Moravia. La Spagna ai ag[^Ìunge ora alle altre nazioni mediante la 
Sù(^Udad esperantiaia fondata dal sig. Codornin ed il giornale Eìiperanto a San- 
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tander. Da noi, oltre la Società italiana p. p. £. sì sono costituiti nuovi circoli, 
fra cui tre importanti, anche per il numero dei soci, a Palermo, a Torino ed a 
Napoli, dovuti all' iniziativa dei signori Nalli, Germano e Cacciapuoti, presidente 
ora della Società italiana; organo della Società è V Esperantista, che esce mensil- 
mente a Torino; presto, a comodo degli studiosi, saranno pubblicati in lingua 
italiana, grammatica e dizionario esperantista per cura dei prof. Fichi e Pucci- 
nelli di Firenze; il conte Alberto Gallois, segretario della società, presenterà a 
giorni la traduzione delle * Prime lezioni di Esperanto , del prof. Cart. Ma bisogna 
riconoscere che, nonostante questo movimento, dovuto a pochi volonterosi, la nostra 
Italia è ben lenta nell' imitare le nazioni sorelle. 

Vana è oramai ogni discussione sulla necessità e sull'utilità di una lingua 
internazionale e sui pregi dell'Esperanto, che sono già quasi universalmente co- 
nosciuti; (*) non per semplice curiosità o per desiderio di erudizione si impara 
questa lingua, ma per la convinzione ferma che una lingua ausiliaria si presti 
in modo mirabile a facilitare quei rapporti sociali ed internazionali che suscitano 
tanti nuovi legami di affetto e di simpatia, che tanto vantaggio portano alle re- 
lazioni commerciali e scientifiche. A rapporti nazionali lingua nazionale, a rap' 
porti internazionali lingua internazionale; con questa formola pratica ben chiara 
l'egregio avv. Adolfo Momigliano di Torino chiude un suo articolo: * La questione 
della lingua nel diritto internazionale „; essa riassume lo scopo dell'Esperanto, 
perchè questa lingua non può mirare per ora, e qui sta la sua vera forza, che a 
facilitare quelle relazioni che sono il semplice portato del ragionamento e dell'at- 
tività umana, le relazioni cioè internazionali dovuta al continuo progresso scientifico, 
allo sviluppo del commercio, all'amore del tomismo. 

Ma, come giustamente osserva il sig. marchese Giuseppe Boschi in una lettera 
del 24 novembre 1902 al direttore deW Esperantista, è indispensabile che l'impulso 
e l'esempio vengano dall'alto, come l'incoraggiamento. Perciò, egli scrive, / diversi 
Ministeri degli Esteri e della Pubblica Istruzione, sopratutto nei varii Stati, dovreb- 
bero almeno approvare pubblicamente gli sforzi di quanti concorrono alla espansione 
della nuova lingua internazionale, facilitare la istituzione di cattedre gratuite nelle 
città principali, istituire un premio, e così gli Istituti scientifici, le Camere di com- 
mercio, i Circoli filologici aprire le loro sale a conferenze su questo tema, stimolare 
i soci e gli alunni ad iscriversi. 

Si può forse obiettare che troppi e troppo recenti sono gl'insuccessi dei ten- 
tativi di lingue internazionali; fra tante ricorderò la Lingua bleu del Bolak, lo 
Spokil del De Nicolas, la Blaia Zimondal del Meriggi ed il Volapiik dello Schleyer. 
Ma l'obiezione cade da sé per due ragioni fondamentali: 1* perchè il Volapiik, per 
parlare di quella sola che ebbe veramente un momento di grande successo, cadde, 
dopo un improvviso e generale entusiasmo, per la sua soverchia artificiosità, che ne 
rende difficile lo studio e T applicazione; ricorderò solo a questo proposito che 
l'antico e profondo volapQkista L. Einstein afferma, dopo aver fatto serie e ripetute 
prove, che è arrivato a migliori risultati col piccolo dizionario esperanto-tedesco 
(Vortareto L. 0,10) che col dizionario volapttk-tedesco Schleyer (L. 6,25) coi suoi 
20000 vocaboli e 200 prefissi e suffissi; 2* perchè invece T K^^peianfco colpisce gli 
studiosi per In sua seTDplìcilà e pia ancora per la sua natur&lez?;a» eil è rìcono- 
Bciuto taify, che può tifine profitto di o^ni manìfo&tazione generale della vita sociale, 
del progresso scLentificti e commerciali?. 



[*) CiFJi^TTi U. ** L' Kid perai] ti», [Kiviai^ di Fitiiu^ìhitfiHHiiea t Scifitxs naiarati. PAvt&, nuui, j$ 
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E nconoficiuto ormai da tutti t» coiirermato anche da coloro cha contro FEspe- 
TAQto etranù mal provenuti, che qut?sta lìngua è coi^truiU iiiolÈo rasioTiaEment^; 
e»HH sarà la disperazione degli Amaton di giuochi di paroU, ma non preaeut^^rà 
mai al lettore quelle difficoltà che a' incontrano coai spesilo nelle liogue delle altre 
nazioni; esaa è cadenzata come l'italiano, irta di fitudio pìii facile per gli atranìeri; 
ha la fHcilitii del greco e del tedesco per la formazione di voci composte: con 
poche radici fondanieutali dà modo di formare un ricco vocabolaiio, e presenta una 
lihertii di costruzione che permette di Beguire la costruzione delle varie lingue 
nazionali senza correre il rischio di non essere intesi . 

Perciò credo che sia doveroso Tinlervento favorevole dei governi e dei corpi 
scientifici, letterari e scolastici. 

Ciò m verìfica appunto in Francia, ove si contano innumerevoli attivi propa- 
gandìstif mentre è noto guanto aia caro ai francesi che la loro Hugiia sia la lingua 
d'uao per le comunicazioni diplomatiche e internazionali. Oià fino dal febbraio 1899 
il Navi Ile, socio corrispondente deiristituto di Francia, ha fatto proposta concreta 
che rKsperanto entri neirinsegnamento aecondarto^ come fa parte dei programu>i 
d'inaegnamento di alcune scuole commerciali; durante ['esposizione uni vendale di 
Parigi del 19ÙÙ i delegati di vaiii L-ongressi (7), di Camere di commercio (7), di 
associazioni^ circoli, ed accademie &dentifìche« letterarie e commerciali (48], di so- 
cietà di Sport, fra cui i Touring>clubs del Belgio, della Francia e della Spagna, 
riunitisi per la scelta di una lingua aubìliaria internazionale, ne riconobbero oppor- 
tuna la scelta e la diifuaione, perchè destinata, non già a sostituire nella vita 
individuale di cia.scuri popolo gli idiomi nazionali, ma a servire alle relazioni scrìtte 
ed orali fra persone di lingue ntaterne differenti. La scelta Bpetteià all'Associa- 
Jlione internazionale dello Aet;ademie o ad un Comitati nominato dalla Commb- 
aìone generale del delegati. 

Inoltre nel settembre u. s. in una seduta della Britiith AaMocittiw»f adunata a 
Belfa<»t, l'illustre scienziato Federico tirandoli, dopo avere esposto la necessità di 
adottare una lingua universale, specialmente per gli usi conimerciali, propoae che 
venisse scelta la lingua italiana, rendendone obbligatorio Tinse^^namento in tutte 
le scuole. Il Branwull patrocina la lingua italiana non soltanto per le sue qualità 
grammaticali, fonetiche e graficbe, ma anche perchè la sua scelta non ecciterebbe 
gelosie, come se venissero scelti Ìl francetse e l'in^Oese A parte la questione glot* 
tologica. conviene rilevare che appunto Targemento piii forte contro l'adozione di 
nna IÌRgua vivente come lingua universale ausiliaria è dato dalle rivalità e dalle 
gelosie iulernazionali {*} e certo non è la lingua italiana quella che tali gelosie 
potrebbe evitare, Ad ogni modo mentre è importante conj*tatare the anche illustri 
personalità inglesi, non individualmente, ma come associazione, trovano necessaria 
r adozione lii una lingua ausiliaria universale. Vale la pena di ricordare, senza 
prenderla sul serio, la proposta fatta al Congresso latino, inauguratosi a Roma 
il 16 aprile, di adottare il latino come lingua internazionale* fabbricando a bella 
posta pi^r ìhHÌ gli indotti j un prontuario di conversazione con 400 o anche 500 frasi. 

Non e improbabile che la scelta cada su IT EaperariLo, e coìjj questa grande 
rifornia sarii presto, spero, effettuata, come è avvenuto di tante altre, trattate in 
princìpio come chimere ed utopie. 

Confido quindi che anche fra noi si seguirà con piacere l'avviamento alla so- 
luzione di cosi in> portante <juestÌone, e che fra non molto l'insegnamento delFEspe- 



{") Cfr, Cmam U. * L' Eupeninto ,, pjiff. iSMfiS. 
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rauto sarà obbligatorio per le scuole di commercio e per le scuole tecniche con 
indirizzo commerciale, facoltativo almeno per tutto l'insegnamento secondario. 

Esposto così sommariamente lo stato attuale dell'Esperanto, passiamo ad esa- 
minare le relaziouì della nuova lingua colla nomenclatura matematica ed in modo 
particolare col dizionario di matematica (Vortaro esperattta uiatematicn). 

Già fino dal 30 maggio 1900 il Dr. Zamenhof scriveva al chr. prof. Méray 
deiruiiiversità di Digione: la pubbh'cazinue di un dizionario matematico completo 
in Esperanto sarà una cosa utitissima; il Méray ha patrocinato invece caldamente 
l'utilità di un vocabolario esperanto per ciascun ramo della scienza umana, ed il 
Funtier attende già a compilare, in collaborazione con due suoi colleghi, un di- 
ziouaiio tettiÌL-u per TiìtìtliciriiL e chirurgia* Opportuno è quindi studiare (junle sia la 
via più cpnvf^n lento per raggiungere lo acopo in modo boddiì^facente per gli scien- 
ziati delle varie nazionalità, 

K^llo ahidio lìeiln nuova lingua, la parte divelle, se pur difficile può chiamarsi, 
giacché la difficnltà cps^nerk p<^r solo effetto di inenioria, è Tuae sicuro e pronto 
dei prefissi e dei suffissi; perciò anchtì ai iricno i.siiuiti liuf^cirk tante più facile 
e chiara TiieQ delT Esperanto, quanto maggiore numero di vocaboli già formati 
isonterrà ti dizionario comune, il quale, completa quanto piìi ai potrà, dovrà neces- 
sariamente essere a disposizione degli etudio^i prima di stabilire un dijìionario 
tecnico'^ci enti fico qualunque. 

Dato pure che ciò sin fatto e si faccia, un grave inconveniente si prt^senia 
subito per la compilazione del VorUn^o inaleuìatka: le lingue delle varie nazioni 
non sono perfettamente d^accordo nella nomenclatura scìentiticn dei vaili rami delle 
n^ateniaticbe; alcuno non hanno le voci cornispondenti a quelle usate da altre; 
vocaboli, che sembrane corrispondenti, hanno invece significati diversi. Cesi, ad 
esempi Of i francesi non hanno le voci corriapondenti ad addtndo^ sottraèndo^ nn- 
fìutndo^ fu colta; da poco è introdotto il vocabolo mnntìAM; \*) in iede&co ^teickunff 
Berve per indicare itfjttagììanza ed equazione, quantunque nel primo significato sia 
preceduto dalTais^gettivo idenltsche; si dice pure potenzieren^ ntdi^ierenj in luogo 
delle frasi in mU za re a potenza, astrarre la radi<:É\ in geometria le voiri égalité ^à 
équtvaltnft^ hanno per corrispondenti in tedesco congruenz ù fjieicheit; {**) in inglese 
c^pher significa anche lo zero, che presso tutte le altre nazioni ha un nome spe^ 
ciale diverso da cifra {zèro o rien, zero o mdft cero o nada^ ecc.) 

Perciò conviene anzitutto stabilire prìnin Taceordo sulla nomenclatura, il che 
si tenta appunto di fare, con speranza dì riuscita, colla pubblicazione del dizio- 
nario di matematica secondo la proposta fatta dalT illustre prof. Peano al 2*^ con-' 
gresso nazionale dei professori di matematica. (***) Alle importanti discussioni, 
cui tale pubblicazione darà luogo, prenderanno parte, è a sperarsi, matematici di 
nazionalità diverse; così alla compilazione del y^ortaro matftnaiica basterà una sola 
persona, il Peano stesso, abile esperantista, poiché basterà dare, per ogni vocabolo 
definitivamente scelto, la traduzione in Esperanto. Ciò non presenterà molte diflì* 
colta, giacché il Dr. Zamenhof ha già dato la traduzione dì molti vocaboli accet- 
tando e lievemente modificando i nomi scientifici già usati internazionalmente 
sotto forma greca a latina; altri potrà compiere it non lieve lavoro della tradti- 



(*> M. DA1TZ1.T, ÉfémtHt» dw mìfhaf(olù^ii malkérHiftiq^a. Farli, lOOl. piLg. 470. 

PnrU. 1901, pmg. Sùìy.] CTr. I^akdiìllì, ""Sur una qUbuLloiì à» tarmlnoSoglfl ,, {L'itiMMignemfHi maikd* 
matiqué. Fiirli, 191)1. pKg. t'iii-MO 

{^^**\ Ofr^ Up CfSETTtf *" JltiitEionii del 2fi Dangroftao HAiìcntla di m&temAtltia^ , , pag. 2&T-24S. 
{Mivttia di Fitieat Mattmaliea t ^hnsM naturali. Patì a, ISOK ^' ^U P^S> 25S-287.) 
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zione generale, seguendo anche in questa la disposizione proposta dal Peano, e 
cioè i varii termini matematici siano aggruppati sistematicamente in corrispondenza 
delle varie parti, in cui si dividono la matematica elementare e la superiore, in 
modo cioè che ciascuna parte contenga i termini che vi si riferiscono, disposti 
in ordine alfabetico, con la loro significazione esatta, l'etimologia e un accenno 
alle variazioni subite, senza entrare affatto nello svolgimento delle singole teorie. 

Tutto peraltro non è a farsi, perchè il dizionario comune della lingua Espe- 
ranto, benché lontano dall'essere completo, contiene già parecchi dei vocaboli spe- 
ciali, che si usano nelle matematiche. 

I numeri cardinali dall'I al 10 sono dati da unn, da, tri, levar, kvin, ses, sep, 
ok, tiaìi, dek; nitl è zero; cent, mil, milion, miliard, hanno significati facili a com- 
pi enderai; j nomi coi'riapoDdenti a diecina, ceiitiuaio^ rnìj^lÉaioT ^cc. si ottengono 
dando al nomi dei nume ri dtk^ ceni, mtlf ecc. la desinenza a del a ostanti va, coaj: 
dikur cenifft tniìò^ eci;, I n umori superiori a dicci %l fonnano in modo eiomplice 
riuimuiìo fm Ioli) convenientemente ì primi Ji^ci num«^n e le voci c^itt^ mil, ecc. 
cosi: ditiìtk = 20* dekdu ^ 12, tridtk ■= 30, kttueeìit = 500, tiudek-iuiu = l'I, mil 
okcfni tridek-tri^ 1833, iuil uaYieeul-tri^ 190^, Dando al numeri cardinali la cft- 
ratteristicH n fiì ricavano i numernli ordinali: fi'f«o = primo, rfu^^=^ secondo, okn^ 
ottavo, seitdekti =^ sessantesimo, grptientkttndeka ^= se ttecentocinquant esìmo. Per 
mezzo liei siil&sso obi e delle caratteri ittiche a od a ai formano i aoiatantivi e gli 
aggettivi moltiplicativi: la duobl 9 = il doppio, dnobi it = dupìtc», /a kvuroblo = U. 
quadruplo, kenrobia ^ quadruplice, ecc. Le unità frazionario si ottengono dai nu- 
niori cardinal L por mezzo del auMaso ùtt, al quale ai fa seguire, secondo i casi, la 
caratteristica o, o Taltra et; cotji ai ha: hi ktatimo = W quarto, la quarta paite, 
la hviitoiio = il quinto, la quinta parte. ttiCfHt-aeAdrk-kritumo ■= t re cent «sestìan ta- 
ci aquesima parte, la duomt ffankQ=]& mezza lira, la duo ti a Itlra ^ ì\ mezzo litro. 

La lingua italiana non ha voci proprie, come la lingua latina, per 1 distribu- 
tivi e si usano le perifrasi; ad uno ad uno, a due a due, ad uno per volta, ecc.; 
a queattì corrispondono in Esperanto voci proprie che ai ottengono dai cardinali, 
per mezzo del sutìisso o^t e delle caratteristiche a ed e secondo che si vuole l'ag- 
gettivo ravveibìo: dnofìe ^=^ A due, kiu'ttopt ^= a cinque, mttliopé = ti molti* Così 
pure gli avveibi numerali che nella lìngua latina hanno una forma propria, e che 
SI formano io italiano col aostan tanti vo roita, in francese con fots, in tedesco con 
ftìttlt in lingua spagnola con vriflta, sì ottengono in Esperanto per mezzo della 
radicale foj = volta: unuftjé ■= una volta, kmtfojÉ ^= quattru volte. 

Fartttmti signiHca frazione, che si indica facendo precedei e il numero delle 
tinità frazionarie (uumoratore) al nome della unita stessa (denominatore); tri kro' 
rottoj = tre quarti, krtn trionoj ^= cinque terzi. 

Di molti altri vocaboli la traduzione riesce facile seguendo le nonno semplici 
della grammatica esperantista; di altri si potranno creare le voci corrispondenti, 
per mezzo del principio aegmto dal Dr Zamenbof nella scelta delle radici. Così, 
ae si hanno in un piano due assi perpendicolari X'X e Y'Y che si incontrino in 0, 
E] sa che i punti dì OX rappresentano i numeri reali positivi, quelli dì OX' i nu- 
meri reali negativi; quelli di OY o di OY' rispettivamente gli imaginarì puri 
positivi e nej^ntìvi, ed i numeri complessi tutti i rimanenti punti del piano. Ora, 
seguendo il concetto esposto dal sjg. Bardelle (*), dì adottare nella nuova lìngua 
denomìuazioui che rispondano maggiormente alla realtà delle cose, si possono 



t*) Oh* BAaDKLL^, ' t«^ E sperali ti> ^t Ias m^tbiimaltcieriji „. {L'ìnugis^rteiti^Mt math^ttmtiqmr, PurtA^ 
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creare queste denominazioni: numeri reali p^psìti vi = numeri orizzontali crescenti = 
uombroj hon'zontalaj aìtigautaj; numeri reali negativi = numeri orizzontali decre- 
scenti = no»/i&roy ^orùo/i/a/o; /'a/an/o/; numeri imaginari positivi = numeri ver- 
ticali crescenti = nomhrqj vertikalaj aWgantoj; numeri imaginari negativi = numeri 
verticali decrescenti = nomerò; t?«/'^i7;a?q;/'«^«"^<yj numeri complessi = numeri obli- 
qui ^= iìomhroj oblikvaj; maggiore = >* = è più grande che = superasi minore = 
<; = è più piccolo che = inferas. 

Ai matematici esperantisti specialmente spetta di completare la traduzione dei 
vocaboli oggi in uso nei varii rami delle matematiche; io mi limito a presentare 
il breve saggio che segue, nella speranza che tanti altri, di me più valenti, vo- 
gliano portarvi il contributo autorevole del loro sapere, della loro energia. 



Parte generale. 



assioma, aksiomo 
assurdo, absurdo (n) 
, absurda (ag) 
caratteristica, karakteriza 
caratterizzare, karakterizi 
condizione, kondico 
costante, konstanta 
dedurre, deduki 
deduzione, deduko 
definire, defini 
definizione, defino 
dimostrare, demontri 
dimostrazione, demontreco 
elemento, elemento 
evidente, evidenta 
evidenza, evidenteco 
essere sufficiente, sufici 
fondamento, fundamento 
generale, generala (ag.) 
indipendente, maldependanta (ag.) 



ipotesi, hipotezo 
legge, lego 
lemma, lemme 
necessario, necesa 
negare, nejesi 
negazione, nejeseco 
osservare, rimarki 
osservazione, rimarko 
postulato, postulato 
ricerca, serco, sercado 
scienza, scienco 
simbolo, simbolo 
sufficiente, sufica 
supporre, suspekti 
tesi, konkludo 
teorema, teoremo 
teoria, teorio 
teorico, teoria 
variabile, malkonstanta 



Aritmetica. 



abbreviazione, mallargigo 
addendo, sumato 
addizionare, sumi 
addizione, suniado 
altezza, alto alteco 
alternare, alterni 
anno, jaro 
apparente, sajna 
applicazione, almeto 
approssimato, proksimata 
ara, aro 

aritmetica, aritmetiko 
calcolabile, kalkulebla 
calcolare, kalkuli 
calcolo, kalkulado 
capacità, kapableko 
centi, centi 
chilo, kilo 
cifra, ci fero 
collezione, kolekto 
cumone, komuna 



conseguenza, sekvo 
contare, kunkalkuli 
cubo, kubo 
deca, deka 
deci, deci 

differenza, diferencio 
diretta, direkta 
disuguaglianza, malegaleco 
dividendo, dividato 
dividere, dividi 
divisibile, dividebla 
divisione, dividado 
divisore, dividanto 
esattezza, gusteco 
esatto, gusta 
esempio, ekzemplo 
espressione, esprimo 
estrarre la radice, radikigi (?) 
ettara, hektaro 
etto, hekto 
fondamentale^ fundament» 
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angolo corrispondente, fingalo kore- 

spondanta 
angolo interno, angulo interna 
angolo ottuBo, angulo oktusa (?) 
angolo piatto, platangulo 
angolo retto, angulo rekta 
angolo supplementare, angulo subple- 

inenta 
arco, arko 

asimmetrico, nesìmetria 
baricentri co, barocentra 
baricentro, barocentro 
bisecare, mezesekci 
bisettrice, mezesekcanta 
centro, centro 
cerchio, rondo 
cilindro, cilindro 
circocentro, cirkaucentro 
circocerchio, cirkaurondo 
circoscritto, cirkausckribata 
circoscrivere, cirkaìiskribi 
concentrico, koncentra 
coincidente, koincidanta 
coincidere, koincidi 
congiungere, kunigi 
congiunzione, kunego 
conica, konusa 
cono, konuso 
contatto, kontacto 
corda, snuro 
corona, krono 

costruire, konstrui 

costrazione, konstruo 

curvatura, kurbeco 

diagonale, diagonale 

diametro, diametro 

distanza, interspaco 

dualità, dueco 

ellisse, elìpso 

equatore, ekvatoro 

equivalente, ekvivalenta 

equivalenza, ekvivalenteco 

esagono, sesangulo 

estremo, eks tremo 

excentro, ekscentro 

excerchio, eksrondo 

fascio, fasko 

fuoco, fokuso 

figura, figuralo 

geometria, geometrie 

geometrico, geometria 

incentro, encentro 

incerchio, enrondo 

inclinazione, klino, klineco 

inscritto, enskribata 

inscrivere, enskribi 

iperbole, hiperbolo 

ipotenusa, hipotenuzo 

lato, latuso (?) 



linea, linio 

linea curva, linio kurba 

linea parallela, linio paralela 

linea perpendicolare, linio perpendiku- 

lara 
linea obliqua, linio oblikva 
linea orizzontale, linio horizontala 
linea retta, linio rekta 
linea verticale, linio vertikala 
mediana, mezalinio 
mediocerchio, mezarondo 
medioscritto, mezeskribata 
medioscrivere, mezeskribi 
meridiano, meridiano 
origine, devono, 
parabola, parabole 
parallelepipedo, paralelopiedo 
parallelismo, paralelismo 
parallelogrammo, paralelogramo 
pentagono, kvinangulo 
perimetro, perimetro 
piano, piato 
piede, piede 
piramide, piramide 
planimetria, platometrio 
polare, poi usa 
poligono, multangulo 
polo, poluso 
prisma, prismo 
punto, punkto 

punto di mezzo, mezapunkto 
quadrangolo, kvarnngiilo 
quadrato, kvadrato 
raggio, radio 
rettangolo, rektangulo 
rettificazione, rektigo 
rettificare, rektigi 
rotazione, rulado 
secante, sekcanta 
simmetria, simetrio 
simmetrico, simetria 
sfera, sfero 
simile, simila 
similitudine, simileco 
spazio, spaco 
stereometria, stereometrie 
superficie, suprajo 
superficie piana, piata suprajo 
superficie curva, kurba suprajo 
tangente, kontaktarekto 
trasformare, aliformigi 
trasformazione, aliformigo 
trapezio, trapezo 
trasversale, laularga 
triangolo, triangulo 
unione, hunigo 
unire, hunigi 
vertice, verte 
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Matematiche superiori. 



algebra, algebre 
algebrico, algebra 
armonico, harmonia 
anarmonico, neharmonia 

ci osa 61 klaso 
equazione^ egalajo 
escluderò, ckatet^i 
escluso, kuzA 
facolikt falsnltato 
formula, formulo 
f<»rmulario, fornuilaro 
funzioue» funkrio 
grado ^ grado 
identico, identa 
identìtii, Jdenteco 



imaginaria, malreala 
includere, inteni 
incluso, malkuza 
integrale, integralo 

j'rrazJoDAle, nialrncia 
lettera (airak), Utero 
negativo, malpozitiva 
positivOt pozitira 
ragionale, racla 
reale, reala 
serie, serio 

successione^ sekvantaro 
tr i gori ometr ì n » tr 1 go 11 m etrio 
t r igo nome tr ico, tri go n ola etri a. 



DELLE CONGRUENZE BiNOMIE 

RISPETTO Al NUMERI PRIMI DELLA FORMA 2^^g+l 

ESSENDO q UN NUMERO PRIMO 



/ 



Sulla risoluzione della congruenza biuomia riapetto a un numero 
primo della forma 2y -f 1, 4g+ 1, q essendo lan numero primo, trattò 
già il prof. Ti, Alagna nei Retuìkùnti thi CI r mìo matematico di Palermo. i^) 
Nel caso generale di un modulo della forma 2''^^+ 1 {m >tì, q primo 
e dispari^ Tunità non esclusa) le radici di una congruenza binomia 
possono ottenersi in una maniera notevole^ onde non crediamo inu- 
tile trattarne qui bre veniente. 

Incominceremo con alcune osservazioni sui numeri della forma 
2"j "[- 1, e col dare le condizioni necessarie e sufficienti perchè un 
numero di tal forxna sia primo. 

I. 1 numeri primi deli a forma 2q-[-l, ammettono come radice pri- 
mitiva il numero 2, o — 2^ secondo che q è ^1 o ^ — ^1 (mod. 4). 

J numeri primi della forma 4q + l hanno la radice primitiva 2. 

/ numeri primi della forma 2^ + 1 ammettono come radici primitive 
i numeri 3, 5, 0, 10. 

1 numeri ddì-a forma 2"q + 1, con m > 1 e 



a> 



-1 



010+ 1 



ìianno la radice primitim 3. 



<•) T. Xlll (m^ì pp. H-12f». 
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AU'espotieDte E-tr^U, 1,2, *.,,2°') appartengono i numeri 



a^'"-'' = a„ 









.ar'-'. (1) 

2"') appartengono i numeri 

(2) 



All'esponente l'q (r = 0, 1 , 2, . . . , 

ove ^i è un numero inferiore a 2'^ e primo con 2''g, cioè un numero 
dispari non divisibile per q. 

3. Ciò posto è chiaro che le radici della congrueuza 

ar2^= 1 (mod. p) (3) 

Bono i minimi resti dei numeri 



ar^ 



ar\. 



Di questi, quelli cogli esponenti dispari danno le radici della con- 
gruenza jcì^"^'^ — 1 (niod. p)t e quelli con esponenti pari danno le 
radici della congruenza x^' = 1 (mod. p). Quali radici appartengono 
all'esponente 2"* (s^r)? Si risponderà subito a questa domanda se si 
eaprimono le potenze di a^ per le potenze della radice primitiva a 
di p, mostrando come le radici della (3) possano ottenersi combinando, 
in tutti i modi possi hili^ r radici opportunamente scolte della data. 

Poiché il numero a appartiene airesponente 2^"g, la potenza a^^"*i 
appartiene airesponeute 2\ Pouiamo 

|jL« = a^°^~* (mod. p). 

Le radici della congruenza data sono^ oltre l'unità, ì 

minimi restì dei numeri 

essendo h, h^-*ik una combinazione qualunque a A- a ^^ dei numeri 
1, 2, * . . r, e A prendendo tutti i valori da 1 a r* 
Infatti ai ha 

(mod. p) 
Inoltre perchè due numeri {{u^ V-^*.. t^ià)^ e {^h ì^k--- j^ià)" siano 
congi^ui rispetto a p occorre clie gli esponenti 

2^-h + 2^-k + . . . + 2^-^i» , 'l'^-h 4- 2»»-^'a + - * * + 2»-J« 
siano congrui rispetto a 2™, e quindi i numeri 

2r-ii 4. 2F^k + . . . + 2'-^. , 2^-h + 2^-ii + . - . -f 2r-j„ 
congrui rispetta a 2^. Essendo però 

2r^i, + 2^-h + . . , + 2^-K < 2^-1 + 2^-2 + ... + 2'-^ = 

= 2^-^(2i^-i + 2^-2 + .,.+2 + l) = 2^-i^(2^-l)<2' — 1 
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è necessario e sufficiente che sia 

cioè (n. 4) 

essendo p un ninnerò ^2"~''g^ e poro anche 

Dunque a^ è una soluzione della congruenza data. Posto 
a^ = l (mod. p), ^ 

è evidente che tutte le soluzioni della congruenza sono fomite dai 
numeri 

essendo jjlìi jir, , . . ^114 una combinazione qualunque a fe a A: {À==0,l,2,,.,,f} 
dei numeri |i|, |xa , . . * t |itr - 

B~ Analogamente perchè la congruenza 

^'1= N (mod, p) (7) 

sia possibile occorre e baata che sìa soddisfatta la condizione 

N2"^""h1 (mod. p). 
Se ciò avviene, sarà (n. 3) 

N H Km-r ^ a^'i'^ (mod, p) 

e però ri^a" ò una soluzione della congruenza (7), E allora tutte le 
Bolnzioni snno date dai numeri 

per tutti i valori di h da a ^^1 e per tutte le combinazioni degli 
indici 1, 2, . . . r. 

7. Consideriamo ora in generala la congruenza 

Perchè sia possibile^ occorre e basta che sia 

N^=l (mod. 2"'g+lX 

essendo co il massimo comun divisore di n e 2'"^. 

Sarà IO = 2" o 2''g, e se la condizione precedente è soddisfatta, la 
congruenza si ridurrà rispettivamente alle due altre, risolute nei n\ 5, 6, 

s^^N'p, aj^^^aNv' (mod, p) 
dove 9 e tp sono determinati dalla congruenze 

^qj-l = (mod. 2«--3X 2^4^-1=0 (mod.2"^"-). 

8, Il prof. Alagna nel citato lavoro, dimostra che se 4g + 1 è im 
numero primo, si ha 

^'—1=0 (mod, 4g+l). 
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II teorema fa proposto dal sig. Bikmore nel periodico inglese 
The Educational Thnes (1896). In quali casi ha luogo la congruenza 

3*i--l = (mod. 2°»g + l)? 
Si risponde subito a questa domanda non appena si sappia a quale 
esponente appartenga il numero 2, rispetto al numero primo 2~j+l. 
Poiché 

2™g = — 1 (mod. 2"»? + l) 
si ha 

(2°»g)^ = — 1) (mod. 2"»g + l) 
e però, perchè sia 

^ = 1 (mod. 2°*g + l) 

è necessario e basta che si abbia 

2mn = — 1 (mod. 2"g + l). (8) 

Da ciò segue, che l'esponente cui appartiene il numero 2. deve 
essere pari. Se questo esponente è 2?a) (o) = 1, o q), sarà 

2^-'<o= _ 1 (mod. 2^q + 1), 
quindi 

m = 2^-iM 

essendo M un numero dispari. 

Perdio dunque, abbia luogo la congruenza 

3^ = 1 (mod. 2™g + l) (9) 

è necessario e sufficiente che la parità del gaussiano di 2 rispetto a 2"3+l 
sia doppia della parità di m. 

Per wi = l, m = 2 si deducono allora subito le due proposizioni: 
l. Se q è un numero primo = 1 (mod. 4) ^ 2q + 1 è primo, si ha 
sempre 

3*» = ! (mod. 23 + 1) 

e se q = — 1 (mod. 4) si ha sempre 

5*1 = — 1 '(mod. 2q + l) 

Se 45 + 1 è primo si ha seìnpre 

(t = l (mod. 4g + l). 

M. Cipolla. 



m\ DELLE «USTIONI 635 e m 



635« U luogo geometrico dei punti d'incontro delle coppie di trasveì'sali di 

ftn iriimgùìo inoscflef che^ purtendo dagli ntiemi dtìla hm*.' staccfttto dm sffjmtnti 

epttalij Vnno a partire dalla hasÉj Vtilt**a a partire dal vtrtie*, I U sistema di una 

ilU$sf ed una iperboìtt; caìcolarm gli asgi f dir^ in qual caso VdH$94! si rìdme a 

tirchio e riperboU diviene cquiluiera^ 

Gallucci. 
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Risoluzione del prof. Cardoto-Laynes di 8usa. 

Assumendo per assi coordinati la retta a cai appartiene la base CA del trian- 
golo isoscele {asite x) e quella cui appartiene l'altezza BH, relativa alla base 

(aM0 y) e posto che HA e HB sieno le direzioni positive, se Qi, Qt son punti della 
retU BA e Pi, Ps della retta BC, tali che sia 

(BQ,) = (BQ2) = (CPi) = (CP2) = m 
Si ha, ponendo HA = a, HB = h\ 

I — a{c Jfi m) ± bm\ 



Pl,P2=f 

Qi,Q. = ( 



e 
± am 



b{e hF m)\ 



dove, per semplicità, si è posto e = V a' + 6^ 

Essendo A = (a,o), C = (— a, 0) si hanno per le rette APi (APj) e CQi (CQs) 

le equazioni: 

± m ( — bx -^ ay -{- ab) = 2acy 

± m ( bx -{- ay 4" ob) = e (bx — ay-jr «W» 

dalle quali, eliminando m, ed accoppiando i segni nei due modi possibili, si hanno 
le equazioni, che rappresentano il luogo cercato: 

ò V + SaY + 2a% — a»6« = 

b^x* — Aabxy — a V* — 2a*by — a^b^ = 0. 

Perciò il luogo considerato si compone di una ellisse e di una iperbole; quella 
si riduce ad un circolo se è & = a V^ 3 (cioè se il triangolo dato è equilatero), questa 
si riduce ad una iperbole equilatera se è ò = a (cioè se il triangolo dato è isoscele 
rettangolo). 

Altra risoluzione del sig. Barisien. 

030» L'inviluppo dei cerchi descritti stdle corde ài una conica CK») che pas- 
sano (prolungate, se il punto è esterno) pen uno stesso punto P come diametrif è 
una quartica bicircolare se C^^^ ha centro; è una cubica circolare se CK*^ è parabola. 
Se P è sopra C^'^Uo inviluppo è razionale (teorema noto). Se C^*) è cerchio, V invi- 
luppo è in generale un- ovale di Cartesio. Esaminare i casi particolari nei quali P 

è all'infinito oppure è P centro di C^^\ 

Retali. 
Risoluzione del prof. Cardoso-Laynes di Susa. 

1. Prendendo per origine delle coordinate ortogonali il punto P e lasciando 
indeterminata la direzione degli assi, sieno rispettivamente 

V(a?, y) = flii a^* + 2ai2 xy -f «22 y* -f 2aiz x + 2a28 y + au = 0, (1) 

y = nix (2) 

l'equazione di (J^^ e quella di una retta del fascio di centro P. 

Le coordinate dei punti Ui = {xi,yi) ed M2 = (ar2,y2) d'incontro delle (1) (2) 
sono date dalle formule 

xuXi = -z-{'—CL± Va* — Osa P); 

yi = fnxi ; y2 = mxi , 
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In particolare se P è il vertice della C^^^ cioè se la (1), rappreseli tando una 
parabola riferita all'asso principale (x) ed alla tangente al vertice {y), diviene 
y*=2, la (8), trascurando un fattore costante, prende la forma 

che rappresenta una Cissoide di Diocle, 

8. Supponendo invece 

A„ > 0, 

cioè supponendo che C^^^ sia una conica a centro, la (6) rappresenta, in generale, 
una quartica bieircolare, 

S^ C^^^ passa per P, cioè se è ass = 0, la (6) diviene 

A.8(a:« + y«)« - 2(x^ + y*)(Auar + A„y) - [atzx — ai,y)« = 0. 

che rappresenta una quartica bieircolare con una cuspide in P ed ha per tangente 
di regresso 

atiX — aizy = 0. 

Tale quartica, avendo tre punti doppi (P ed i due punti ciclici 'del piano) per 
una nota formola di PlUcker, indicando con p il genere della curva, si ha 

cioè la curva è razionale. 

4. Se C^^> è un circolo cioè se è 

«11 = a2j = 1 ; Oh ^ 0, 
la (6) diviene 

* (x" H- y*)* + 2(x^ -f y*){aiix + a^y) + (2rt», — a,»«) x^ + 2aii an xy -f (9) 
-f (2a83 — ai8*) y* + 2ait an x -+- 2a%% auy + a\z = 

che può scriversi anche 

[x^ + y' + «uà? + any + azz — V« («*i» + «Ss)]* 
+ (a\z H- ahz) [aizx + a^zy + «ss — V* («'n + «'«s)] = 

e questa, essendo della forma 

[/•2(a:,y)]« + K.ri(ar,y)=0 

dove /n [Xy y) indica una funzione di grado ninoreyeKè una costante, mostra 
evidentemente di rappresentare un ovale cartesiano. 

In particolare se è azz = 0, cioè se P è sul circolo C^*\ la (9) diviene 

{x^ + y')' + 2{x^ + y«)(a,8ar + a^zy) — (a^zx — aisy)* = 

la quale rappresenta una cardioide. 

Ciò resta ancor piìi evidente prendendo per asse delle :r, la cui direzione fu 
lasciata indeterminata, la tangente di regresso, cioè supponendo a2z = 0, nel qual 
caso la precedente diviene 

(x^ + y*? + 2aizx (y« + x^) — a'isy' = 

che è l'equazione normale di una cardioide, coincoide del circolo 

a?' + y' + «isa? = 0. 
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QUISTIONI PROPOSTE 



638. Dimostrare che in un triangolo sferico qualunque si ha 
^ sen p cos (s — b) — sen y cos ( s — e) 



1 — cos a + cos p + cos y 



= 0, 



dove con s s'intende il semiperimetro. 

639. C'') Fra m persone delle quali nii parlano solo il francese, mt 
solo l'inglese e le altre tanto il francese quanto l'inglese se ne vogliono 
scegliere n in modo che ni di queste parlino almeno il francese e le 
altre almeno l'inglese; in quante maniere si potrà fare la scelta? 



640. Dimostrare che per — p<x<g è 



Ci 



Soi + 1 



ar^+^ = 



f b+2cx—}/b^ — 4ac \ 
\b + 2cx-{-ib^ — iac) 






3^-r^ = ,, =r are tg 



y4ac — 6« 



y4ac — ò» 



G. Pesci. 

4ac — 6"<0 
4ac — 6'>0 



Ci 



Zoi+l 



3^-^^ = 



— 2a 



b-\-2cx 



4ar; — 6« = 



dove p è, in valore assoluto, la piìi piccola fra le radici — ari, — xt 
di a-\-bx-\-cx*=^() ed inoltre 



Ci= ^ 

J=0 



,(Ì)M) 



Xi^ x%~^ 



641. Dimostrare che, se si indicano con rfn, rfu . . . rfiij tutti i divisori 
del numero intero f, con 9^*^ il numero dei numeri primi con % ed 
inferiori ad i, e con ai una radice di x" — 1 = (t = 1, 2, . . . n), si ha: 

(- i)n-i ?i(L»+l)^u-. = n ( S cp(rfxO + aj ^ T W + . • . 
4 j=i \\=i i=i 

OcCfflPINTI. 



(*) Questo esereixio di Analisi oombiniitoria fu proposto nel Supplemento al Ptriodieo del de- 
cembro scorso (giuoco 142); essendo rimasto insoluto lo riproponiamo qui. 
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Gelin. — Tratte cCarithtnetique élémentaire, Ouvrage couronnó par 
rAcadémie royale de Belgique. Namur, Wesmael-Charlier, 1902. 

Nel fase. Ili, Anno XIII, 1898, di questo periodico abbiamo parlato della 4*^ edi- 
zione di questo ottimo libro. Sulla 5* edizione, riferiamo il giudizio dato dal chia- 
rissimo prof. P. Mansion, mentre la presentava all'Accademia reale del Belgio, 
(vedi BuUetins, n. 6, juiii, 1902). 
• 

Il Trattato d'Aritmetica elementare del sig. abate Gelin, ha ottenuto, alcuni 
anni or sono, uno dei premi De Keyn conferiti dall'Accademia. Fino dalla sua prima 
edizione (1881) quest'Aritmetica era la più rigorosa e la più chiara che fosse com- 
parsa nel Belgio; poi, nella 2* ediz., (1885) essa era la più completa, e, come manuale 
pratico, la migliore che fosse pubblicata in francese. Nelle edizioni seguenti (1888, 
1897) e in quella del 1902, che presentiamo oggi all'Accademia, l'Autore ha in- 
trodotto una quantità di miglioramenti di dettaglio, tanto dal punto di vista scien- 
tifico che dal punto di vista delle applicazioni; per esempio nella teoria dei numeri 
primi e nella esposizione del sistema metrico. Attualmente è senza dubbio la sola 
opera di questo genere nella quale si possano trovare le vere definizioni di metro, 
chilogrammo, litro, stero, adottate dal Comitato internazionale dei pesi e misure 
nel 1889, e delle notizie assolutamente precise sulle misure e monete antiche e 
moderne, che è utile di conoscere ai nostri tempi. Forse non è privo d'interesse 
ricordare che il sig. Gelin è stato il primo (cosi almeno crediamo), che ha fatto 
osservare come sotto l'antico regime la divisione del piede era decimale in due 
terzi del Belgio. 

Il Trattato d'Aritmetica del sig. Gelin resta il migliore dal punto di vista del 
fondo e della forma, e il più completo dal punto di vista delle applicazioni, che 
sia stato pubblicato nel Belgio. P. Mansion. 

NiEWENGLOwsKi. — Cours d^ Algebre à l'usage des ólèves de la classe 
de Mathématiques speciales et des candidats à l'École normale 
superieure et à TEcole polythécnique. Paris, Colin, 1902. 2 vo- 
lumes. 5™® édition. 

L'esaurimento di quattro edizioni dimostra con quale favore è accolta in Francia 
quest'opera del prof. Niewenglowski, ispettore dell'Accademia di Parigi. La nuova 
edizione differisce dalle precedenti per l'ordine delle materie, per l'aggiunta del 
1^ capitolo che contiene un riassunto semplice e chiaro della teoria puramente 
analitica dei numeri positivi e negativi, e per la semplificazione di alcune dimo- 
strazioni. 

Il contenuto è assai più vasto di quanto possa far supporre il modesto titolo 
di Corso d'Algebra. Infatti il 1® volume di 387 pag. diviso in 21 capitoli contiene 
tutta l'Algebra elementare ed i complementi cioè analisi combinatoria, formula del 
binomio, limiti, determinanti, equazioni lineari, numeri complessi, serie, frazioni 
continue, continuità delle funzioni, funzione esponenziale logaritmica, ecc. 

Il secondo volume di 488 pag. è diviso in 20 capitoli, i primi nove dei quali 
contengono gli elementi di calcolo differenziale e integrale, e gli 11 rimanenti la 
teoria delle equazioni. 

L'opera termina con tre note, la prima delle quali contiene un esempio di 

funzione continua senza derivata [F (a;) = 21 6° cos na^x], la seconda contiene la 



dimostrazione del teorema di D'Alembert pubblicata dal prof. Valecki nei * Comptes 
Rendus , de l'Académie des Sciences (19 marzo 1883), la terza, scritta da Borei, è 
il riassunto dei lavori del Borei stesso sulle serie convergenti, che valsero all'autore 
il gran premio delle scienze matematiche assegnato dall'Accademia delle Scienze. 
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La sobrietà e la ctliinreKi^Ji dwiresposia^ion*?, non ilisgijintA dnl rig'^r*» del ragìo- 
nametitOf la ni od erutta àtn cotìccsttif l'iibborKÌanza di L'atrcizi e di apiiUc^zìotii Ati 
ttiUi gli argomenti tapoati, r tendono quest'opera molto pregevole. 

Maupin, — Opinioìh^ ft curiositéé touchani la nuithhmttique. 2™* sèrie. 
Paris, C. Naud. 1^02. 

Nei fase. 1 anno XV dì questo perioilko abbiamo fatto cenno della prima serie 
di curiosità rolative alla matematica raccolto dal big. Maupiu. Di questa aeeouda 
serte possiamo ripetere quanto fu detto nulla prima. 

Il libro non ha La pretesa ài mh&n^ un lavi>ro dotto, ma è semplicemente la 
raccolta di cose curiose capitate sotto ^li r^eebi di uno f^tudtoao di storia della 
matematica uel consultare opere an ti elio ed aiicbe abbastanza modoroe, e può eesttf 
letto con piacere ed interesse da ibinnqtie. 

Bi compone di due pnrti, la prima delle c|uhIì, divi^'^a in 19 oÀpìtoli. contiene 
cose curiose e^ìitratte da vari autori* cominciando da tlian Piero de Meame^ {\hh1\ 
E» terminando ad un diacormi sul calcolo delle probabilità fatto dal grande Arago 
nel 1815 alla Camera dei Deputati, a propilei ito dei ^iurnfi, discorso cbe peraunse 
poco, a quanto sembra, ì auoi colli^ghi: e a due pretese riaot unioni della quadratura 
del circolo (1^52 e 1856). 

La seconda parte è un riassunto deiropera dì Simone Stevìn di Bruges, amico 
e maestro di Mauri isìo di Nnssmi conteni>ute Taritmetica, 1 sei libri d'algebra di 
Diofanto, la pratica aritmetica, le n^emorie del principe di Na^au sulla cosmo- 
graBa, la pratica di geometria, la statica e Tottica, ecc. 

RousE Eall, — Brem compendio della storia delle njaientatirke. Ver- 
sione dairingk-se con note aggiunte e inodificazioui dei dottori 
I>. Gìimbioli e G. Puliti riveduta e corretta dal prof, 0, Loria. 
VoL. L Le matematiche dairantichità al rinascimento. Bologna, 
Zanichelli, 1903. 

Questo libro del chiaro rettore del Collegio delle trinità ìu Cnmbrjdge nel 1901 
aveva già avuto la fortuna di giungere alla teryji edijtione inglese. Esiso, dice 
rautore nella prefazione alla 3^ edizione, può servire come introduzione allo studio 
di opere pili estere di questo genere; ma ha principalmenle lo scopo di dare 
una breve e popolare notizia dei fatti piìi importanti della istoria della matematico; 
fatti che possono desiderare di conoscere anche coloro che non hnnuo o la buuiia 
volontà o il tempo dì studiarli bistt^maticameute. 

Per la storia (ino al 1758 Tautóre dichiara di avere al tinto principalmente alla 
classica opera di M. Cantor, Vorle/tHtt*^eti ilher (wesckithfi* drr M^iihfinttfik. 

Mancando in Italia un compendio di storia del In matematica, ci sembra ottima 
l'idea dei professori Puliti e UanibìoH di tradune Topera pregevolissima del House 
Ball, con opportune noto ed aggiunte. 

La prima parte, cbe va dalle epoche più remoto fino a tutto il rinascimento, 
è dovuta al doti. Puliti, il quale ba aggiunto alla fine dot vulume una lunga nota 
sulla scuola l'itagorica che ù indubbiamente fra le più importanti dell' antichità. 

La aeconda parto non ancora pubblicata è opera del doti. Uambìoli, 

E garanzia della serietà ed importanza di questo libro, il nome del piit anto^ 
tavolo cultore degli sludi etorieo-matematìci in Italia^ il prof. G* Loriui che ha 
coadiuvato ì due traduttori, correggendo le bozze di stampa. 

ViVANTi, ^ — CornplemeftU di matematica ad uso dei chimici e naiuraligfi, 
Manuali Hoopli, N. 329-330. 

Sono ben rari ormai i inatemalici che. restringendosi nella cerchia dei propri 
studi, non cercano di volgere Toccbio curioso nel campo delle altre scienze e delle 
arti, sia pure da dilettanti, non volendo che i profani applichino il poco riepetteso 
proverbio **' Pam,^ math^tnfitiam, purns aiiinus ^. Invece non nolo i culiovi delle 
arti belle, ma anche i cultori delle altre scienze guardano coti terrore e diffidenza 
la matematica, come cesa noiosa, indigesta, che vaga nel campo delle nuvole. 

Eppure la matematica è la sola scienza che può faro a meno del sussidio delle 
altre» «^be noti ha bisogno di altro laboratori d che un cervello umano ben costruito 
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e ben equilibrato. Mentre tutte le altre scienze economiche, sociali, naturali hanno 
bisogno di ricorrere al sussidio della matematica; anzi non possono pret«ndere~al 
nome di scienza, se non quando dai fenomeni osservati si possano dedurre delle leggi 
generali esprimibili in numeri. L'antipatia, la diffidenza dei più contro la mate- 
matica è dovuta principalmente alla natura stessa della nostra scienza, che deve 
svolgersi per mezzo di formule e simboli, che agli occhi dei profani assumono un 
carattere misterioso come quello di una lingua ignota; ed è per conseguenza di assai 
diffìcile volgarizzazione; un po' è dovuta all'indole e alle abitudini dei suoi cultori, 
che mal si rassegnano a fare uno sforzo per renderla più popolare che sia possibile. 

Ma il progresso delle scienze naturali ha cominciato a persuadere i cultori di 
di queste, che dalla nozione sia pure sommaria, dei metodi matematici possono ri- 
cavare un potentissimo ausilio dai loro studi; e ciò è stato ufficialmente ricono- 
sciuto dai nuovi regolamenti Universitari, che impongono un corso complementare 
di matematiche per i chimici. 

Il prof. Giulio Vivanti che, percorrendo gli eventi, aveva fino dal 1900-01 fatto 
un corso libero per i naturalisti dell'Università di Messina, era meglio di ogni altro 
nel caso di preparare un libro che contenesse in breve mole le nozioni fondamentali 
di matematica superiore, che possono essere utili agli studenti di chimica non solo, 
ma anche a tutti coloro che si dedicano ad una qualsiasi scienza applicata. 

11 manuale da esso pubblicato ha dunque il carattere di un libro di volgarizza- 
zione; si propone di condurre il lettore rapidamente e col minimo sforzo possibile 
alla conoscenza dei principali metodi matematici, di far conoscere i risultati, omet- 
tendo le dimostrazioni, quando sono troppo difficili, mostrando contemporaneamente 
esempi delle applicazioni che si possono fare alle scienze pratiche. Ottenere tutto 
ciò senza sacrificare interamente il rigore scientifico non è certo cosa facile. Ma 
pure ci sembra che l'egregio autore, se pure non l'ha raggiunto, si sia assai avvi- 
cinato allo scopo; quantunque certe dimostrazioni debbano sembrare ancora troppo 
scabrose e certi concetti elevati debbono essere assimilati non senza difficoltà dalle 
persone alle quali è principalmente destinato il libro. 

La distribuizione delle materie adottate è la seguente : 

Parte 1. Algebra. — Analisi combinatoria, potenza d'un binomio, determinanti, 
equazioni lineari, serie. 

Parte 11. Geometria analitica — V geometria del piano» Sistemi di cordinate, 
punti e rette, coniche, altre curve; 2^ geometria dello spazio, coordinate e coseni 
direttori, punti, rette e piani, quadriche curve nello spazio. 

Parte 111. Calcolo infinitesimale. — Funzioni, limiti continuitàj derivate e 
differenziali. Serie di Taylor e di Mac-Laurin. Applicazioni geometriche. Massimi 
e minimi. Integrali, equazioni differenziali. 

Parte IV. Calcolo delle probabilità. — Definizioni e teoremi generali. Ap- 
plicazioni ai giuochi. Teoremi di Bernouilli. Legge dei grandi numeri; applicazioni. 
Teoria degli errori. Metodo dei minimi quadrati. 

Parte V. Meccanica. 

Parte VI. Termodinamica e meccanica chimica. 

Come si vede da questo prospetto, di geometria analitica è posto quel tanto 
che basta perchè il lettore si familiarizzi coi metodi di rappresentazione delle fun- 
zioni per mezzo di linee o superficie, ed è dato un maggiore sviluppo al calcolo 
infinitesimale che, come osserva giustamente l' A., è il metodo universale che 
permette di porre in equazione qualunque problema scientifico di carattere quan- 
titativo, e al calcolo delle probabilità il cui uso è così frequente in tutte le appli- 
cazioni. 

Questo estratto di cognizioni è precisamente ciò che è necessario e sufficiente 
per i chimici, ecc.? Solo i cultori delle scienze applicate potranno rispondere in 
modo esauriente. A noi sembra che in generale la scelta sia stata fatta con pon- 
derazione ed acume, tolta qualche lieve eccezione. Per esempio dubitiamo che la 
teoria dei determinanti potrebbe essere omessa. 



BBBATA-OOBBIOE 



Ai nomi dei risolntori della q. 618 bì aggiunga quello del D.' Nlccolal e a quelli delle q. 604. 605 
il Big. Baritien. 
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PERIODICO DI MATEMATICA. 



Ai primi dello scorso aprile, veniva rapito alla famiglia e alla scienza il 
giovane 

Dott ATTILIO CREPAS 

che i lettori del Periodico di Matematica e del Supplemento avevano avato occa- 
sione di conoscere ed apprezzare, e che, per Tacutezza dell'ingegno, Tamore allo 
studio della Matematica, alla quale si era dedicato, l'attività grandissima, dava 
sicuro affidamento che avrebbe conquistato un posto notevole fra i matematici. 

La falce inesorabile della morte lo ha rapito troppo presto airafPetto della 
famiglia e degli amici, troncando le speranze che ai fondavano giustamente su lui; 
ò morto combattendo per la scienza, poiché l'ultima parte di un suo lavoro si 
pubblicava nel precedente fascicolo di questo giornale, quando la sua spoglia mor- 
tale veniva composta nella sua ultima dimora. 

Ecco brevi notizie biografiche di lui. 

Attilio Crepas, nacque ad Adria (Rovigo) nel 1880. Percorse gli studi classici 
al Ginnasio-Liceo Parini di Milano e gli studi di Matematica pura alla R. Uni- 
versità di Pavia, ove si laureò con pieni voti assoluti e con lode. Insegnò subito 
Matematica all'Istituto Tirelli di Milano e fu poi nominato assistente di geometria 
superiore all' Università di Pavia, assistente cioè dell' illustre prof. Aschieri. Scrisse 
in vari periodici, fra cui il Pitagoray il Periodico di Matematica e il Supplemento. 
All'Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, vennero lette le seguenti sue memorie: 
Ricerche sui piani che secano e toccano delle curve algebriche in un iperspazio, 
(estratto dì una parte della dissertazione di laurea). Sulle coniche che secano e 
toccano delle curve in un iperspazio, (Id.) Una terza memoria, è stata Ietta e pub- 
blicata dopo la morte di lui. I funerali riuscirono degni del compianto giovane. 
Al cimitero, fra gli altri, disse nobili parole il prof. Berzolari dell'Ateneo pavese. 
La salma riposa nella tomba di famiglia a Verona. 



Il 10 maggio, a soli tr ente tt' anni, moriva a Bassano Veneto il 

Prof. Dott. G. B. MARANGONI 

insegnante di matematica in quel Ginnasio pareggiato, da lunghi anni abbonato 
al Periodico e socio di Mathesis. Dotato di forte ingegno, di vasta cultura, critico 
acutissimo di scritti scientifico-didattici, era anche appassionato e valente cultore 
della musica, aveva un'anima d'artista. Quantunque nella vita privata di capat- 
tere mite, fu pubblicista battagliero; entrato nelle lotte cittadine della sua città 
di adozione, molte amarezze ne trasse, e queste forse lo condussero alla tomba.... 
Ed è morto nel fior degli anni, povero infelice, quando agli altri più sorride 
la vita, quella vita che mai volle sorridere a lui! Nel pensare al povero morto 
mi sovviene del grande e sventurato poeta di Consalvo e della Ginestra .... 



G. Cardoso-Latkxs. 



GiTTLio Lazzbbi — Direttore-responsabile 



Finito di ttonpare il 10 giuinio 1908. 



GIORNALI CHE FANNO IL CAMBIO COL PERIODICO DI MATEMATICA, 



Italiiiiii: 



Atti della li. Accademia di Bologna, 
Atti della li. Accademia di Napoli. 
Atti del li. Istituto Veneto, 
Atti dell' Accademia pontaniana 

(Napoli). 
Bollettino di Bibliografia e Storia 

delle Scienze matematiche (Torino), 
Giornale di Battaglini (Napoli). 
Giornale scientifico (Palermo). 
Il Monitore l^ecnico (Milano). 
// Nuovo Cimento (Pisa). 
La Rassegna tecnica (Messina). 
La Rivista tecnica (Torino). 



La Rivista tecnica italiana (Roma). 

La Scuola Secondaria Italiana 
(Milano). 

Le arti meccaniche (Roma). 

L'eco degli Ingegneri e Periti agri- 
mensori (Pescia). 

Le matematiche pure ed applicate 
(Città di Castello). 

Rendiconti del Circolo matematico 
di Palermo. 

Rivista agricola industriale (Roma). 

Rivista di Matematica (Torino). 

Rivista Marittima (Roma). 



Stniuieri: 

American Journal of Mathematics (Baltimore). 

American mathematical Monthlg (Kidder). 

Annals of matematics (Cambridge-Mass). 

Bibliotheca mathematica (Leipzig). 

Bulletin de la Société mathématique de France (Paris). 

Bullettin de la Société phisico-mathématique de Kasan (Kasan). 

Bullettin of the American mathematical Societf/ (New- York). 

Communications de la Société Mathématique de Kharkow (Kharkow). 

Gaceta de matemàticas elementales. Viteria (Spagna). 

Intermédiaire des Mathématiciens (Paris). 

Jahresberichte der Deutschen mathematiker Vereinigung (Berlin). 

Jornal de sciencias mathematicas e astronomicas (Coimbra). 

Journal de mathématiques élémentaires par H. Vnibert (Paris). 

IJ Education mathématique par I. Griess et H. Vnibert (Paris). 

U Enseignement matìiém.y revue Internationale par Laisant et Fehr(Paris). 

Mathematical Gazette (London). 

Mathesis (Gand). 

Memorias de la Sociedad gientifica Antonio Alzate (Mexico). 

Niew Archief voor wiskunde (Amsterdam). 

Nouvelles annales (Paris). 

Proceedings of the London mathematical society. 

Revista trimestral de matemàticas (Zaragoza). 

Revue semestri elle des publications mathématiques (Amsterdam). 

The annals of mathematics (Cambridge-Massachusset). 

Ilie Proceedings and Transactions of the Nova Scotian Institute of 

Science (Halifax, Nova Scotia). 
Transactions of the Texas Academy of Science (Anstin). 
Vèstnik òpitnoi Fìsikl i elementarnoi Matemàtichi. hdavaemii V. A. Gher- 

nietom. Pod redaktsiei V. A. Zimmermana. Odessa (Russia). 
Zeìtschrift filr math. uìid natuncs. Unterriclit (Leipzig). 
Viadomosci matematycznych (Warszawa). 
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PERIODICO DI MATEMATICA 

PER T/ INSEGNAMENTO SECONDARIO 



Con questo numero il Periodico di Matematica cessa di essere l'orgaoo del- 
l'Associazione * Mathesis «. 

L'indirizzo del Periodico di Matematica non sarà sostanzialmente modificato 
nell'anno venturo; esso cercherà come sempre di rendersi utile e bene accetto 
principalmente ai professori di matematica delle scuole secondarie e agli studenti 
universitari delle facoltà di scienze fisiche e matematiche. 

La redazione si propone d'introdurre quelle aggiunte e modificazioni che sa- 
ranno ritenute piìt adatte a rendere il giornale sempre più utile agli insegnami 
e alia scuola. 

11 Periodico si pubblica in sei fascicoli bimestrali di almeno 48 pag. ciascuno. 



SUPPLEMENTO AL PERIODICO DI MATEMATICA 



Questapubblicazione fu iniziata nell'anno scolastico 1897-98 per completare il Pe- 
riodico di matematica^ ed è destinata principalmente agli studenti delle scuole inedie, 
nei quali si propone di eccitare l'amore allo studio dello scienze matematiche e fisiche. 
Contiene brevi articoli di matematica e fisica elementari; quistioni da risolvere, 
delle quali vengono pubblicate le migliori risoluzioni, con un cenno delle altre: 
quistioni a concorso con premi consistenti in libri, ecc. 

Per quello die si riferisce alla redazione i lettori sono pregati d' indirizzare 
lettere e cartolino al Direttore Prof. Giulio Lazzbri, per quello che si riferisce 
airamministrazione, all'editore Ràffabllo Giusti. 

Le lettere non affrancate saranno respinte. 

Il Supplemento si pubblica in 9 fascicoli mensili di 16 pag. ciascuno da no- 
vembre a luglio. 



Condizioni di abbonamento per Tanno 1903-904: . 

Italia Estbro 

Periodico di matematica L. 8 9 

Supplemento al Periodico di matematica ,2 2,50 

Periodico e Supplemento , 9,50 11 

Non si fanno altro che abbonamenti annui decorrenti dal P luglio al 30 giugno 
dell'anno successivo. 

Per accordi presi col Presidente dell'Associazione * Mathesis ,, i signori soci 
di quest'Associazione potranno avere l'abbonamento al Periodico di Matematica bX 
prezzo di L. 6 (in aggiunta alla quota sociale pure di L. 6), purché tale prezzo 
sia pagato anticipatamente al Segretario dell'Associazione, ji^ro/'. Filiberto Castellano, 
Corso Vittorio Eniaiìuele 16, Torino. 
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